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Kapitel �

Einleitung

Thermische Konvektion im Erdmantel ist der wesentliche Antriebsmechanismus

der Bewegung der Lithosph�arenplatten� Die Frage nach dem Mechanismus der

Konvektion l�a�t sich nicht durch direkte Beobachtungen kl�aren� Man n�ahert sich

dem Problem durch Modellbildung� wobei diese dann n�aherungsweise als gelun�

gen anzusehen ist� wenn sie m�oglichst genaue Aussagen �uber die der Beobachtung

zug�anglichen Daten zu tre�en vermag� In dieser Arbeit wird die Frage gestellt� wie

sich die Abplattung der Erde auf die Konvektion im Erdmantel auswirkt� Hierzu

wird der ellipsoidische Erdmantel als zweidimensionaler Schnitt durch die Dreh�

achse der Erde dargestellt� so da� die gro�en Halbachsen des zweidimensionalen

Ellipsenringes in der �Aquatorebene liegen� Wegen der sehr gro�en Prandtl�Zahl

werden Scheinkr�afte wie z� B� die Fliehkraft vernachl�assigt� Untersucht werden

die Ein��usse der Geometrie� der Temperaturanfangsst�orung� des Schwerefelds�

der ���km�Phasengrenze und einer tiefenabh�angigen Viskosit�at� Durch Verein�

fachte Modellannahmen und durch Variation der Parameter n�ahert man sich dem

Verst�andnis des physikalischen Mechanismus� Obwohl die Abplattung der Erde

mit ����� �Kertz� ����� sehr gering ist� wird mit diesem Modell gezeigt� da�

die Ber�ucksichtigung der Abplattung der Erde einen nicht zu vernachl�assigenden

Ein�u� sowohl quantitativer wie auch qualitativer Art auf die Konvektion im

Erdmantel hat�
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Geophysikalische Grundlagen

Festk�orperkonvektion wird durch die Erhaltungss�atze der Physik beschrieben�

Kriechgeschwindigkeiten und Temperaturen werden als Funktion des Ortsvektors

und der Zeit bestimmt� F�ur das Kriechen ist insbesondere die Rheologie des Erd�

mantels wichtig� Es wird eine temperatur� und druckabh�angige Olivin�Rheologie

angenommen� da Olivin der Hauptbestandteil der Asthenosph�are ist �Schmeling

und Bussod� ������ Die Anwesenheit volatiler Sto�e und partieller Schmelzen

beein�u�t ebenfalls die Flie�f�ahigkeit des Mantelmaterials �Walzer und Hendel�

����� Gr�under� ������ wird aber in dieser Arbeit nicht ber�ucksichtigt�

Eine �ubliche N�aherung f�ur die Mantelkonvektion ist die Oberbeck�Boussinesq�

Approximation� d� h� thermisch bedingte �Anderungen der Dichte werden nur im

Auftriebsterm ber�ucksichtigt� Eine weitere Vereinfachung ergibt sich dadurch� da�

die Prandtl�Zahl wegen der hohen Viskosit�at des Mantels einen Wert von etwa

���� erreicht �Schmalzl� ������ Ihr Kehrwert verschwindet daher n�aherungsweise�

wodurch sich eine Vereinfachung der Navier�Stokes�Gleichung ergibt�
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Tabelle ���� Symbolverzeichnis

Symbol Bedeutung Wert Einheit

� thermischer Ausdehnungskoe�zient ��	 � ���� K��

cp spezische W�arme ��� J kg��K��

d Schichtdicke variabel m

�ij Kronecker�Symbol

�
�� i � j

�� i �� j

� Streckungsfaktor � � � � � dimensionslos

� Periode der Temperaturanfangsst�orung variabel dimensionslos

f Abplattung der Erde ����� dimensionslos

�g Schwerebeschleunigung variabel ms��

� dynamische Viskosit�at variabel Pa s

�� Skalierungsviskosit�at � � ���� Pa s

k W�armeleitf�ahigkeit variabel W m��K��

	 Temperaturleitf�ahigkeit ��
 � ���� m� s��

�n Normalenvektor

p thermodynamischer Druck variabel Pa


 Dichte variabel kgm��


� Dichte bei Nulldruck ����	 � ��� kgm��

t Zeit variabel s

�� Tangentenvektor� zeigt im Uhrzeigersinn

�v Geschwindigkeitsfeld variabel ms��

vrms r�aumlich gemittelte Geschwindigkeit variabel dimensionslos

�x Ortsvektor m

A� Gro�e Halbachse der Kern�Mantel�Fl�ache �	���� km

B� Kleine Halbachse der Kern�Mantel�Fl�ache �	
��	 km

A� Gro�e Halbachse der Erdober��ache ������ km

B� Kleine Halbachse der Erdober��ache ��
��� km

H spezische W�armeleistung variabel W kg��

Q W�armeleistungsdichte variabel W m��

T Temperatur variabel K

T� Ober��achentemperatur ��� K

� T Temperaturdi�erenz 	��� K
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��� Erhaltungsgleichungen

F�ur die theoretisch�physikalischen Herleitungen geodynamischer Konvektionsmo�

delle sei auf die bekannte Literatur �Schmeling� ����� Gresho� ����� Schubert�

����� Bittner� ���
� verwiesen� Aus der Massenerhaltung

�
�

�t
� �v � r�
 � 
r � �v � �

folgt f�ur inkompressible Materie

r � �v � � � �����

Unter Ber�ucksichtigung dieser Kontinuit�atsgleichung folgt aus dem Impulssatz

die Navier�Stokes�Gleichung�



d�v

dt
� 
 �g �r p�

�

�xi

�
�

�
�vi
�xk

�
�vk
�xi

��
�ek� �����

Aus dem ersten Hauptsatz der W�armelehre ergibt sich �Walzer und Hendel�

����a� durch Elimination der inneren Energie


 cp
dT

dt
� r � �k r T � �Q� � T

dp

dt
� �WD� �����

Das Dissipationspotential WD beschreibt die W�armequellen infolge innerer Rei�

bung und ist f�ur kleine Geschwindigkeiten vernachl�assigbar� Die W�armeleitf�ahig�

keit k ist von der Dichte abh�angig� k � 	 
 cp� Eine �Ubersicht der verwendeten

Gr�o�en zeigt Tabelle ����

F�ur laminare Str�omungen viskoser� inkompressibler Fl�ussigkeiten wird folgende

kinetische Zustandsgleichung angenommen� wobei der Druckein�u� vernachl�assigt

wird�


 � 
� ��� � �T � T��� ���	�

Die dimensionsbehafteten Gleichungen ������ ������ ����� und ���	� werden durch

dimensionslose Gr�o�en ersetzt� wie es in der Arbeit von Schmeling ������ ausf�uhr�
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lich behandelt wird� Schlie�lich ergeben die Kontinuit�atsgleichung ������ die Str�o�

mungsgleichung ����� und die W�armetransportgleichung ����� das gesuchte Dif�

ferentialgleichungssystem�

�

Pr

���v
�t

� �v � r�v
�

� �rp�
�

�xj

h
�
� �vi
�xj

�
�vj
�xi

�i
�ei �Ra T

�g

j�gj

�T

�t
� ��v � r�T � r�T �H ���
�

r � �v � �

Die wichtigsten physikalischen Eigenschaften der Str�omung werden durch die

dimensionslose Rayleigh�Zahl Ra �

� � g�T d�

�� 	
und die dimensionslose

Prandtl�Zahl Pr �
��

� 	

repr�asentiert� Die Rayleigh�Zahl beschreibt das Verh�alt�

nis der thermischen Auftriebskr�afte zu den viskosen Kr�aften� die Prandtl�Zahl

das Verh�altnis zwischen Impuls� und W�armeausbreitung� Aufgrund einer n�ahe�

rungsweise unendlich gro�en Prandtl�Zahl verschwindet der linke Term in der

Navier�Stokes�Gleichung von ���
��

��� Basiswechsel

Da die Mantelkonvektion in einem zweidimensionalen� ellipsoidischen Gebiet un�

tersucht wird� ist ein geeigneter Basiswechsel notwendig� Folgende lokale Basis�

vektoren werden eingef�uhrt�

�e �� ��
b�x��e� � a�x��e�p

a�x�� � b�x��
�����

�e �� ��
a�x��e� � b�x��e�p

a�x�� � b�x��
�����

Die Einheitsvektoren �e� und �e� bilden die kanonische Basis B � f�e�� �e�g von IR��

Die neue Basis B� � f�e �� � �e
�
� g besteht aus orthonormalen Vektoren� die in jedem

Punkt �x�� x�� des Gebietes ein lokales� kartesisches Koordinatensystem bilden�
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Betrachtet man eine Ellipse mit den Halbachsen a und b� dann beschreiben diese

Basisvektoren die Normalen und die Tangenten an diese Ellipse� �e �� zeigt immer

orthogonal nach au�en und �e �� tangential im Uhrzeigersinn�

Beim �Ubergang von der Basis B zur Basis B� �andern sich selbstverst�andlich die

Koordinaten eines Vektors �x � IR�� Aufgrund ����� und ����� ist die Koordina�

tentransformation durch folgende Matrix eindeutig bestimmt�

A �
�p

a�x�� � b�x��

�
b�x� a�x�

a�x� �b�x�

�
�����

Zwischen den Einheitsvektoren besteht der Zusammenhang��
�e ��
�e ��

�
� A

�
�e�
�e�

�

Daher gilt f�ur die Koordinaten xi und x �
i des Vektors �x � x� �e� � x� �e� �

x �
� �e �� � x �

� �e �� die Umrechnungsformel �Bronstein� �������
x �
�

x �
�

�
�

	
A��


T �x�
x�

�
�����

Es werden in der Literatur Koordinatentransformationen z� B� in Kugelkoordina�

ten oder Zylinderkoordinaten durchgef�uhrt �Landau und Lifschitz� ����� Breuer

et al�� ������ Die dort angegebenen Skalenfaktoren berechnen sich hier zu hx �

�
� �

und hx �

�
� �� Somit schreibt sich der Gradient bez�uglich der Basis B��

r �
�

�x �
�

�e �� �
�

�x �
�

�e ��

Die Basisvektoren �e �� und �e �� sind unabh�angig von den Koordinaten x �
� und x �

� �

so da� die Ableitungen dieser Vektoren nach x �
� und x �

� verschwinden� Diese Er�

gebnisse vereinfachen die Berechnungen der Vektordi�erentialoperatoren� Letzt�

endlich kann das Di�erentialgleichungssystem wie gewohnt betrachtet werden�

Die Bezeichnung
�
�� lasse ich in der vorliegenden Arbeit weg� mit dem Hinweis�

da� die Orthonormalbasis B� � f�e �� � �e
�
� g allen Berechnungen zugrundeliegt�

Im Programm sind f�ur das Geschwindigkeitsfeld �v � v�� �e
�
� � v�� �e

�
� nach �����

folgende Umrechnungen einzugeben�

v �

� �
b�x�v� � a�x�v�p

a�x�� � b�x��
������
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v �

� �
a�x�v� � b�x�v�p

a�x�� � b�x��
������

Somit besteht der Geschwindigkeitsvektor aus den zwei Komponenten v �
� senk�

recht zum Rand und v �
� parallel zum Rand des ellipsenf�ormigen Gebietes� Nor�

malenvektor �n und Tangentenvektor �t haben �uberall folgende Gestalt�

�n � �e �� �

�
�

�

�
� �t � �e �� �

�
�

�

�
������

Da das Programm zur Berechnung der Mantelkonvektion die Koordinaten als Er�

gebnis liefert� m�ussen die Geschwindigkeitskomponenten nach ������ und ������

wieder zur�ucktransformiert werden� Dazu ist ein C�Programm CONVERT�C ent�

wickelt worden� welches als Eingabe ein Datenle und die Gr�o�enangaben der

Halbachsen ben�otigt� Die damit berechneten Geschwindigkeitskomponenten stellt

ein Grakprogramm als Vektorfeld dar�

��� Randbedingungen und Anfangswerte

Um das Di�erentialgleichungssystem ���
� numerisch l�osen zu k�onnen� m�ussen

Randbedingungen und Anfangswerte gegeben sein� Da diese einen gro�en Ein�

�u� haben� m�ussen die physikalischen Beobachtungen numerisch exakt formuliert

werden�

Randbedingungen f�ur die Geschwindigkeiten

Bei Konvektionsmodellierungen im Erdmantel setzt man Scherspannungsfreiheit

an den R�andern des Gebietes voraus� Daher gen�ugt es� die Gleitbedingung �oder

free slip� hier aufzuf�uhren� Weitere Arten von Randbedingungen werden z� B� von

Griebel et al� ����
� f�ur den Spezialfall eines Kastens diskutiert und physikalisch

erl�autert� F�ur ein beliebiges Gebiet � � IR� ist f�ur alle Punkte �x�� x�� des

Randes  �� �� eine allgemeine Denition der Gleitbedingung notwendig� Sie
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lautet�

�n�x�� x�� � �v�x�� x�� � � ������

��T �x�� x�� �  �n�x�� x�� � � ����	�

mit ij � � � !�ij � p �ij

und !�ij �
�

�
�
�v �

i

�xj
�
�v �

j

�xi
�

Sie besagt� da� keine Materie durch die Erdober��ache und die Kern�Mantel�Gren�

ze �ie�t und es an diesen R�andern keine Reibungsverluste gibt�

Es ist zu beachten� da� dem zweidimensionalen Raum die Basis B� � f�e �� � �e
�
� g

zugrunde liegt� Da f�ur den Normalenvektor �n und den Tangentenvektor �t die

Formeln ������ gelten� folgt aus den obigen Gleichungen ������ und ����	��

v �

� � � ����
�

�v �
�

�x �
�

� � ������

Man erkennt� da� der Basiswechsel eine vereinfachte Formulierung der Randbe�

dingungen ������ und ����	� bewirkt� Diese lassen sich numerisch als Dirichlet�

Randbedingung ����
� und Neumann�Randbedingung ������ im vorliegenden Pro�

gramm einsetzen� Jarvis ������ benutzt eine Koordinatentransformation des Dif�

ferentialgleichungssystems in Zylinderkoordinaten und mu� anschlie�end neue

Randbedingungen f�ur Kreisringe aufstellen�

F�ur den Spezialfall eines zweidimensionalen Kastenmodells existiert an jedem der

vier R�ander ein lokales Koordinatensystem bez�uglich der Basis B�� Es gelten also

die Formeln ������ bis ������� Betrachtet man als Beispiel den oberen Rand des

Kastens� dann liegt der Koordinatentransformation ����� die Matrix

A �

�
� �

� �

�
������
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zugrunde� F�ur die Randbedingungen l�a�t sich daraus schlie�en�

v �

� � v� � � ������

�v �
�

�x �
�

�
�v�
�x�

� � ������

Bez�uglich der kanonischen Basis B � f�e�� �e�g sind diese Randbedingungen in

geodynamischen Konvektionsrechnungen �Schmeling� ����� Walzer und Hendel�

����a� unter den Bezeichnungen v��x�� x�� � u�x� z� und v��x�� x�� � w�x� z�

bekannt� Aus ������ und ����	� l�a�t sich somit die Gleitbedingung f�ur das Ka�

stenmodell herleiten� welche besagt� da� sowohl die Geschwindigkeitskomponente

in Normalenrichtung� als auch die Ableitung in Normalenrichtung der tangentia�

len Geschwindigkeitskomponente gleich Null ist�

Randbedingungen f�ur die Temperatur

Die Temperatur der Str�omung wird im vorliegenden Modell an der Ober��ache

durch K�uhlen �T � T�� und an der Grenze zum Kern durch Heizen �T � T��� T �

vorgeschrieben� Diese Dirichlet�Randbedingungen werden im Falle eines Recht�

eckgebietes an den k�unstlichen Seitenr�andern durch Neumann�Randbedingungen

�k�T��n � q erg�anzt� um vorzugeben� wieviel W�arme durch die W�ande abgelei�

tet wird� Bei einem W�arme�u� von q � � hei�t diese Randbedingung adiabatisch�

und es ndet kein W�armeaustausch �uber diesen Rand statt�

Temperaturanfangsst�orung

Im folgenden wird eine Temperaturanfangsst�orung in einem zweidimensionalen

Ellipsenring konstruiert� Die R�ander dieses Gebietes seien durch eine innere und

eine �au�ere Ellipse gegeben� welche den Gleichungen gen�ugen�

s�

A�
�

�
t�

B�
�

� � bzw�
p�

A�
�

�
q�

B�
�

� � ������

Dabei beschreibt die Menge aller Punkte �s� t� bzw� �p� q� die innere bzw� �au�ere

Ellipse mit den jeweiligen Halbachsen �A�� B�� bzw� �A�� B���
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Die Temperaturanfangsst�orung mu� kontinuierlich von innen nach au�en abneh�

men� um den Randbedingungen zu gen�ugen� Diese sind im dimensionslosen Fall

durch � und � gegeben� Gleichzeitig soll in allen Punkten �x�� x�� innerhalb des

Ellipsenringes eine sin�cos�St�orung wirken�

Um jeden Punkt �x�� x�� � � erreichen zu k�onnen� wird eine Gerade durch den

Ursprung und durch �x�� x�� so gelegt� da� sie die innere und �au�ere Ellipse in

�s� t� und �p� q� schneiden� Somit gilt der Strahlensatz�

x�
x�

�
t

s
�

q

p
������

Die genaue Lage des Punktes �x�� x�� wird durch das Verh�altnis vom Abstand

zwischen diesem Punkt und innerer Ellipse zum Ellipsendurchmesser an dieser

Stelle festgelegt� Es wird also ein � � � � � gesucht� so da�

r � r� � � �r� � r�� ������

gilt� wobei r� und r� aus ������ und ������ abzuleiten sind�

r��x�� x�� � A�B�

s
x�� � x��

B�
�x

�
� � A�

�x
�
�

������

r��x�� x�� � A�B�

s
x�� � x��

B�
�x

�
� � A�

�x
�
�

����	�

Dabei ist r� der variable Abstand vom Ursprung zu jedem Punkt auf der inneren

Ellipse� r� entsprechend f�ur die �au�ere Ellipse� Um den Faktor � wird die Strecke

r� � r� so weit gestreckt� da� der Punkt �x�� x�� im Abstand r �
p
x�� � x�� vom

Ursprung erreicht wird� Somit hei�t � Streckungsfaktor� Die Formel ������ l�a�t

sich leicht verizieren� indem man f�ur r� und r� A� und A� oder auch B�

und B� einsetzt� Der Streckungsfaktor berechnet sich aus ������ mit den Formeln

f�ur r�� r� und r zu�

� �

�� A�B�

r
�

B�
�x

�
� � A�

�x
�
�

A�B�

r
�

B�
�x

�
� � A�

�x
�
�

� A�B�

r
�

B�
�x

�
� � A�

�x
�
�

����
�



KAPITEL �� GEOPHYSIKALISCHE GRUNDLAGEN ��

F�ur Ellipsen gleicher Exzentrizit�aten gilt die Beziehung A� � B� � A� � B� � so

da� sich ����
� folgenderma�en vereinfacht�

� �

s
A�
�x

�
�

B�
�

� x�� � A�

A� � A�
������

Mit diesem Streckungsfaktor � ist die Temperaturanfangsst�orung in jedem belie�

bigen Ellipsenring wie gefordert kontinuierlich verteilt� Die Temperaturwerte zur

Zeit t � � berechnen sich in jedem Punkt �x�� x�� � � folgenderma�en�

T �t � �� � ��� �� � ���� cos

�
� arctan

�
x�
x�

��
sin ���� ������

� bezeichnet die Periode der St�orung und gibt au�erdem die Anzahl der Maxi�

ma der cos�Funktion an� Der Wert ���� hat sich als Amplitude dieser Funktion

im vorliegenden Programm bew�ahrt� St�orfunktion und Streckungsfaktor sind so

entwickelt worden� da� zur Zeit t � � die Anfangswerte auf dem Rand �� des

Ellipsenringes mit den Randbedingungen T � T� und T � T��� T �ubereinstim�

men�

F�ur den Spezialfall eines Kreisringesmit den RadienR� und R� setzt man einfach�

R� � A� � B� und R� � A� � B�

F�ur das Kastenmodell wird eine bew�ahrte Anfangsst�orung �Schmeling� ����� Wal�

zer und Hendel ����a� verwendet�

T �t � �� � ��� x�� � ���� cos
��
L
x�

�
sin��x�� ������

L bezeichne die L�ange des Rechteckgebietes� die dimensionslose H�ohe sei �� so

da� der Term �� � x�� einen kontinuierlichen Temperaturverlauf von � am un�

teren Rand bis � am oberen Rand beschreibt� Der cos�sin�Term bewirkt eine

St�orung der Temperatur im gesamten Gebiet zum Zeitpunkt t � �� Ohne die�

se Anfangsst�orung breitet sich die Temperatur im Kasten nur di�usiv aus� es

entsteht keine thermische Konvektion�
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��� Das Schwerefeld der Erde

Um das Schwerefeld der Erde im vorliegenden Modell ber�ucksichtigen zu k�onnen�

m�ussen Schwerelinien orthogonal zu jeder Ellipse einer Ellipsenschar angegeben

werden� Es wird ein Ellipsenring betrachtet� der aus Ellipsen gleicher Exzentri�

zit�at besteht� In jedem Punkt �x�� y�� existiert eine Tangente der Gleichung�

xx�
a�

�
yy�
b�

� ��

die sich �aquivalent umformen l�a�t zu�

y �
�
��

xx�
a�

�
�
b�

y�

� y � �
x�b

�

y�a�
� x�

b�

y�

Die Steigung der Tangente in dem Punkt �x�� y�� betr�agt also �
x�b

�

y�a�
�

Es sei f die gesuchte Funktion� die senkrecht auf allen Ellipsen steht� Sie hat im

Punkt x� die Steigung f
��x��� Um die geforderten Bedingungen zu erf�ullen� mu�

folgende Orthogonalit�atsrelation gelten�

�
�

f ��x��

�
�

�
B� �

�
x�b

�

f�x��a�


CA � �

Sie ist �aquivalent zu�

� �
x� � f

��x��

f�x��
�
b�

a�

�
a�

b�
�

x� � f ��x��

f�x��

Diese gew�ohnliche Di�erentialgleichung besitzt die L�osungen�

f�x� � c � xa
��b� � c � const� ������

Die Funktion f stellt f�ur verschiedene Konstanten c diejenigen Linien dar� die

orthogonal zu allen Ellipsen verlaufen �siehe Abbildung ����� In Bezug auf die
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Abbildung ���� Schwerelinien eines Ellipsenringes�

Erde beschreibt f die Schwerelinien� die sich aus der Potenzfunktion ������ mit

Exponent ������		 berechnen� Der Schwerevektor steht in jedem Punkt der Erde

senkrecht auf der durch diesen Punkt f�uhrenden Ellipsoidober��ache�

Im vorliegenden Programm berechnen sich die Schwerewerte innerhalb der Erde

aus den in PREM �Dziewonski und Anderson� ����� angegebenen Daten� wo�

bei diese an der Erdober��ache an die Internationale Schwereformel �Kertz� �����

g��� � ���� �	��
	
� � �� ��
���	 sin� � � �� �����
� sin�����



Gal als Funktion

der geographischen Breite � mit Hilfe des Streckungsfaktors angeglichen wer�

den� Die Koordinaten f�ur die Schwerewerte verlaufen entlang der Schwerelinien

�Abbildung ����� Dieses Datenfeld wird bei der Berechnung der Rayleigh�Zahl

ber�ucksichtigt�



Kapitel �

Numerische Methoden

Zur L�osung des Di�erentialgleichungssystems ���
� wird in dieser Arbeit die

Finite�Elemente�Methode als Diskretisierungsverfahren verwendet� Zu den Kon�

vektionsgleichungen wird eine Variationsformulierung aufgestellt� deren Matrixsy�

stem unter Ber�ucksichtigung der physikalischen Bedingungen implementiert wird�

F�ur die ellipsoidische Erde wird ein geeignetes Gitter erzeugt� und zur Visuali�

sierung der Ergebnisse wird ein neues Grakprogramm eingef�uhrt�

��� Die Finite�Elemente�Methode

Die Idee der Finite�Elemente�Methode besteht darin� das gegebene Grundgebiet

geeignet in Teilgebiete aufzuteilen� in die sogenannten Elemente� Die Approxima�

tion der gesuchten L�osung setzt sich st�uckweise aus Polynomen zusammen� welche

in den Knotenpunkten jedes Elementes interpoliert werden� Es werden diese An�

satzfunktionen in eine zum Di�erentialgleichungssystem �aquivalente Funktional�

gleichung eingesetzt� so da� ein System von linearen Gleichungen gel�ost werden

mu�� Als Ergebnis erh�alt man eine Approximation der gesuchten L�osung in den

Knoten des Gebietes�

Um physikalische Prozesse lokal zu modellieren� werden den Knoten eines Ele�

mentes physikalische Materialparameter zugeordnet� wie z�B� Dichte� seismische
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Geschwindigkeit� Spannungs� und Deformationstensoren� Auf diese Weise analy�

siert Jahr ������ die tektonische und isostatische Situation des Harzes� In der

vorliegenden Arbeit werden globale Prozesse betrachtet� Die geophysikalischen

Eigenschaften der Mantelkonvektion gelten f�ur das gesamte zu untersuchende

Gebiet�

Um die Programme zur Netzgenerierung und Diskretisierung der Di�erentialglei�

chungen besser verstehen zu k�onnen� wird zun�achst die numerische Vorgehens�

weise der Finiten�Elemente�Methode erl�autert �Ciarlet� ����� Braess� ������

�� Schritt Das Grundgebiet � � IR� wird in Abh�angigkeit der geometrischen

und physikalischen Gegebenheiten in Teilgebiete K zerlegt� Abbildung ��� zeigt

einige Beispiele� Durch diese Triangulation Th � fKigi entsteht ein diskretisiertes

Gebiet �h � � � welches aus einer endlichen Anzahl von Elementen K besteht�

�h �
S

K�Th

K

wobei h der gr�o�te Durchmesser aller Elemente ist�

Bei der Programmierung eines Finite�Elemente�Gitters mu� darauf geachtet wer�

den� da� die Elemente dieser Triangulation Th folgenden Bedingungen gen�ugen�

�T�� K
�

�� � 	K � Th �

�T�� K
�

i 
K
�

j � � f�ur i �� j �

�T�� f�ur i �� j ist Ki 
Kj entweder

�i � leer oder

�ii � eine gemeinsame Seite der Elemente Ki und Kj oder

�iii � eine gemeinsame Ecke der Elemente Ki und Kj �

Die Triangulationen Th werden als regul�ar vorausgesetzt� d�h� es existieren Kon�

stanten c�� c� und c�� so da� dist ���h� ��� � c�h
� und jedes Element K � Th

einen Kreis mit Radius c�h enth�alt und in einem Kreis vom Radius c�h enthalten

ist�
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Dreiecke Rechtecke nicht erlaubt

Abbildung ���� Triangulation�

� c�h

� c�h

a� regul�ares Element b� irregul�ares Element

Abbildung ���� Regularit�at von Dreieckselementen�

�� Schritt Es werden f�ur das Gebiet und das physikalische Problem geeigne�

te Ansatzfunktionen gew�ahlt� wobei meist Polynome Verwendung nden� Diese

m�ussen beim �Ubergang von einem ins n�achste Element problemabh�angige Stetig�

keitsbedingungen erf�ullen� Au�erdem mu� die Menge aller Ansatzfunktionen eine

zul�assige Funktionsklasse bilden� die f�ur die numerische Diskretisierung endlich

dimensional sein mu�� Dieser Finite�Elemente�Raum besteht in der vorliegenden

Arbeit aus Polynomen zweiten Grades� da diese die gesuchte L�osung besser appro�

ximieren als lineare Polynome� Die L��Fehlerabsch�atzungen f�ur Finite�Elemente�

Approximationen elliptischer Randwertprobleme zweiter Ordnung liefern f�ur den

Fall linearer niter Elemente eine Konvergenzordnung von O�h�j lnhj� �Nitsche�

������ und bei quadratischen Elementen berechnet sich die Fehlerordnung zu
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O�h�� �Scott� ������

�� Schritt Der Raum der quadratischen Polynome besitzt eine Basis� deren

Funktionen Nk m�oglichst �
kleine� Tr�ager haben� Nk ist im Knotenpunkt �xk� yk�

gleich Eins und verschwindet in den �ubrigen Knoten�

N i
k

	
xij� y

i
j



�

�
� mit j � k

� mit j �� k
�����

Der obere Index i bezeichnet ein bestimmtes nites Element� Linearkombinatio�

nen dieser Basisfunktionen mit den Knotenvariablen als Koe�zienten stellen die

Ansatzfunktionen dar� Es werden nur Lagrange�Finite�Elemente benutzt� d� h� es

werden keine Ableitungen der Funktionswerte in den Knotenpunkten betrachtet�

F�ur ein zweidimensionales Element mit acht Knotenpunkten �vgl� Abbildung ��	��

wie es in dieser Arbeit verwendet wird� hat die Ansatzfunktion folgende Darstel�

lung�

vi �x�� x�� �
�X

k��

vi N i
k �x�� x��

Dreieck Quadrat Parallelogramm isoparametrisch

Abbildung ���� Knotenpunkte f�ur lineare Ansatzfunktionen in IR��

Dreieck Quadrat Parallelogramm isoparametrisch

Abbildung ��	� Knotenpunkte f�ur quadratische Ansatzfunktionen in IR��
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�� Schritt Das zu l�osende Di�erentialgleichungssystem wird zu einem Varia�

tionsproblem umgeformt� das Integral �uber � als Summe von Integralen �uber

die einzelnen Elemente geschrieben� und die Ansatzfunktionen nach Substitution

mit den Basisfunktionen in das Funktional eingesetzt� so da� daraus Element�

matrizen und Elementvektoren gebildet werden k�onnen� Schlie�lich bildet man

unter Ber�ucksichtigung der Numerierung der Knoten die Vereinigung �uber alle

Elemente� so da� ein lineares Gleichungssystem entsteht�

Sv � d � � �����

Hier bezeichnet v den Vektor der Knotenvariablen� S die symmetrische und in der

Regel sogar positiv denite Matrix und d den Koe�zientenvektor der linearen

Terme� Randbedingungen lassen sich hierbei auf einfachste Weise ber�ucksichti�

gen� indem f�ur die betre�enden Knotenvariablen entsprechende Werte vorgegeben

werden� welche letztendlich in den Gebiets� und Randintegralen erscheinen�

Schwarz ����	� ����� und Zienkiewicz ����	� behandeln den Algorithmus der ni�

ten Elemente ausf�uhrlichst� Auch ndet man dort geeignete numerische L�osungs�

verfahren zur Berechnung der Gesamtmatrizen und des Gesamtvektors� wie etwa

die Methode der konjugierten Gradienten und das Gesamtschrittverfahren�

��� Variationsformulierung

Das die Konvektion beschreibende Di�erentialgleichungssystem ���
� ist in der

klassischen Form angegeben�

Lu � g in �� Bu � � auf  � �����

Hierbei bezeichne L einen elliptischen Di�erentialoperator und B einen Rand�

Di�erentialoperator� Zu jeder klassischen Formulierung existiert ein �aquivalentes

Variationsproblem� Diese Aussage l�a�t sich leicht beweisen �Hackbusch� ������

wobei man alle Rand� und Anfangsbedingungen� das Gebiet und die Glattheit

des Randes ber�ucksichtigen mu��
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Ritz�Galerkin�Verfahren

Sei S ein Hilbertraum� dann lautet das abstrakte Variationsproblem � auch Schwa�

che Formulierung genannt�

Suche u � S� so da� 	" � S � a�u�"� � �f�"� � ���	�

wobei die Bilinearform durch

a�u�"� ��

Z
�

ru r" dx

und das L��Skalarprodukt durch

�f�"� ��

Z
�

f " dx

gegeben sind�

Da es zu einem physikalischen Problem in der Regel keine exakte L�osung gibt�

versucht man� die beste N�aherungsl�osung zu nden� Das gelingt einem nur mit nu�

merischen Hilfsmitteln auf einem endlich�dimensionalen Teilgebiet Sh � S durch

eine approximierende L�osung uh � Sh � Das hei�t� man formuliert ein diskretes

Problem�

Suche uh � Sh� so da� 	"h � Sh � ah�uh�"h� � �f�"h� � ���
�

wobei

ah�uh�"h� ��

Z
�h

ruh r"h dx

die zugeh�orige Bilinearform bezeichnet�

Das Ritz�Galerkin�Verfahren ndet hier Anwendung� so da� sichergestellt ist� da�

zu dem diskreten Problem ���
� genau eine L�osung existiert� die Ritz�Galerkin�

L�osung� Diese Aussage beweist Lax�Milgram �Ciarlet� ����� f�ur stetig elliptische

Bilinearformen� wie sie hier gegeben sind�

Um Aussagen �uber die Qualit�at der Programmergebnisse machen zu k�onnen� mu�

der Diskretisierungsfehler jj u� uh jjS berechnet werden �Ladyzenskaja� ������
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Er gibt die Abweichung der N�aherungsl�osung uh des diskreten Problems von der

exakten L�osung u an� Bei der Finiten�Elemente�Methode l�a�t sich dieser Fehler

leicht bestimmen� da die Ritz�Galerkin�L�osung uh direkt mit der exakten L�osung

u zu vergleichen ist� im Gegensatz zum Di�erenzenverfahren� bei dem die L�osung

u und die Gitterfunktion uh in unterschiedlichen Mengen liegen�

Gemischte Finite�Elemente�Methode

Die Variationsformulierung der Navier�Stokes�Gleichung ���
� lautet�

Suche �v � S und p � L����� so da� �

a��v�"� � b�p�"� � �f�"� 	" � S�

b��v�#� � � 	# � L����

Will man die Ritz�Galerkin�Methode hier anwenden und den Raum S durch einen

endlichdimensionalen Unterraum Sh � S ersetzen� dann stellt man fest� da� das

nicht so einfach realisierbar ist� Die Geschwindigkeit �v und der Druck p sind

n�amlich nicht notwendigerweise Elemente desselben Raumes� Daher betrachtet

man das direkte Produkt zweier Hilbertr�aume S�L���� und formuliert die Ge�

mischte Ritz�Galerkin�Methode� Werden die endlich dimensionalen Unterr�aume

Sh � S und L���h� � L���� aus niten Elementen gebildet� dann nennt man

dieses diskrete Problem Gemischte Finite�Elemente�Aufgabe�

Suche �vh � Sh und ph � L���h�� so da��

a��vh� �h� � b�ph� �h� � �f� �h� 	�h � Sh �

b��vh� �h� � � 	�h � L���h�

Sie ist �aquivalent zum Gleichungssystem��
Ah Bh

BT
h �

��
�v

p

�
�

�
f

�

�

mit den Matrizen und Vektoren

Ah�ij �� a�bSj � b
S
i �� Bh�ik �� b�b

L�	�

k � bSi �� fi �� f�bSi �

�� � i� j � NS�h � � � k � NL�	�
�h�
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und den geeigneten Basen von Sh und L���h�

fbSi � � � � � b
S
NS�h

g und fbL
�	�


� � � � � � b
L�	�

N
L�����h

g

NS�h �� dimSh � NL�	�
�h �� dimL���h� � NS�h � NL�	�
�h

Die gemischte Finite�Elemente�Methode mu�te in das Programm der vorliegen�

den Arbeit eingebaut werden� da andernfalls singul�are bzw� instabile Gleichungs�

systeme auftraten� Ein hinreichendes und notwendiges Kriterium f�ur die L�osbar�

keit dieses diskreten Problems ist die Brezzi�Bedingung �Brezzi� ���	� Fletcher�

���	� Hackbusch� ������ Die Stabilit�at der Diskretisierung ist hiermit gesichert�

Variationsformulierung der Konvektionsgleichungen

Die in Kapitel ��� aus den Erhaltungss�atzen hergeleiteten Di�erentialgleichungen

bilden zusammen mit den Randbedingungen und Anfangswerten aus Kapitel ���

ein einfaches Modell zur Beschreibung der thermischen Konvektion im gesamten

Erdmantel� Das Di�erentialgleichungssystem ���
� l�a�t sich im zweidimensionalen

Raum bez�uglich der Basis B� �vgl� Kapitel ���� folgenderma�en schreiben�

�
�

�x�

�
�

�
�v�
�x�

�
�v�
�x�

��
�

�

�x�

�
� �

�v�
�x�

�
�

�

�x�
p � �

�
�

�x�

�
�

�
�v�
�x�

�
�v�
�x�

��
�

�

�x�

�
� �

�v�
�x�

�
�

�

�x�
p�Ra T � �

�

�x�
v� �

�

�x�
v� � �

�

�t
T �

��T

�x��
�
��T

�x��
� v�

�T

�x�
� v�

�T

�x�
�H � �

�����

Dieses elliptisch parabolische Di�erentialgleichungssystem zweiter Ordnung �Flet�

cher� ����� Quarteroni $ Valli� ���	� besteht aus vier Gleichungen mit vier Un�

bekannten� den Geschwindigkeitskomponenten v � und v�� dem Druck p und der

Temperatur T � An dieser Stelle ist es in der Literatur �ublich �siehe z� B� Chorin�

������ eine Stromfunktion einzuf�uhren� um die Berechnungen von vier Gleichun�

gen in primitiven Variablen zu umgehen� Der Druck wird eliminiert� und man
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erh�alt zwei Di�erentialgleichungen vierter Ordnung� Ausgehend von einem An�

fangstemperaturfeld wird abwechselnd die Str�omungsgleichung f�ur ein bekann�

tes Temperaturfeld und die Temperaturgleichung f�ur ein bekanntes Geschwindig�

keitsfeld berechnet� Bei dieser Vorgehensweise pro Zeitschritt verliert man beim

Di�erenzieren an Genauigkeit� aber der entwicklungs� und programmiertechni�

sche Aufwand ist geringer� Die sogenannte biharmonische Gleichung k�onnte man

theoretisch auch mit der Finiten�Elemente�Methode l�osen� aber die Funktionen

m�u�ten dabei als gen�ugend glatt vorausgesetzt werden� Bei quadratischen ni�

ten Elementen hie�e das� die Funktionen m�u�ten dreimal stetig di�erenzierbar

sein� Und diese Bedingung l�a�t sich nur f�ur ganz einfache Gebiete mit gen�ugend

glattem Rand realisieren� f�ur einen Kreis schon nicht mehr �Girault und Raviart�

������

M�ochte man die biharmonische Gleichung im dreidimensionalen Raum berechnen�

mu� �r�� � � als zus�atzliche Gleichung eingef�uhrt werden �Grunzburger� ������

Mathematisch ist das Problem mit der Stromfunktion � im Dreidimensionalen

noch nicht vollst�andig analysiert worden� da � in diesem Fall einen Vektor bildet�

Entsprechend der �Aquivalenz von ����� und ���	� existiert zu dem dimensionslo�

sen Di�erentialgleichungssystem ����� eine Variationsformulierung� die f�ur nume�

rische Berechnungen als diskretes Problem ���
� betrachtet wird� Die praktische

Umrechnung dieser �Aquivalenz besteht im Prinzip darin� obige Gleichungen zu

integrieren und mit Testfunktionen 	 � C�� ��� zu multiplizieren� Dieses Produkt

liefert eine Summe aus mehreren Integralen� auf die jeweils folgende Greensche

Formel angewandt wird� Dabei entstehen Randintegrale� in die die klassischen

Randbedingungen eingesetzt werden�

Satz� Sei � ein Gebiet mit glattem Rand  � u � C���� und v � C����� dann

gilt die Greensche Formel�Z
�

u� v dx � �

Z
�

ru � rv �

Z
��

u
�v

��n
d �����

�Erste Greensche Formel nach Green �������

�n��x� � IRn bezeichnet die �au�ere Normalenrichtung in �x �  � d� h� �n ist ein

Einheitsvektor senkrecht zur Tangentialhyperebene in �x und zeigt nach au�en�
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�v��x�

��n
�� �n � r v ist die Normalenableitung von v in �x �  � Mit u � v ist

das innere Produkt zweier Vektoren u und v deniert�
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Das hieraus entstehende Matrixsystem wird nun implementiert� wie im 	� Schritt

in Kapitel ��� erl�autert �Gartling und Becker� ����� Zienkiewicz� ���	�� F�ur alle

Zeitschritte werden die L�osungen iterativ berechnet �Hackbusch� ������

��� Netzgenerierung f�ur verschiedene Gebiete

Ein gro�er Vorteil der Finite�Elemente�Methode gegen�uber anderen Diskretisie�

rungsmethoden ist die Unterteilung eines Gebietes in beliebige Teilgebiete� Es

m�ussen dabei die in Kapitel ��� genannten Bedingungen erf�ullt sein� Die Elemen�

te der Triangulation k�onnen beliebige Formen im Zweidimensionalen und Drei�

dimensionalen annehmen �vgl� Abbildungen ��� und ��	�� also auch aus krumm�

linigen R�andern bestehen� wie z�B� isoparametrische Elemente �Ciarlet� ������

Dadurch ist eine optimale Approximation der R�ander des Gebietes gew�ahrlei�

stet�

Ein weiterer Vorteil besteht in der lokalen Gitterverfeinerung� Teilgebiete be�

liebig oft in weitere Teilgebiete aufzuteilen� Damit erzielt man einerseits eine
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Minimierung der Fehlerabweichungen in Problemgebieten� als auch andererseits

eine bessere Approximation der R�ander an beliebigen Stellen des Gebietes� In

Teilgebieten� in denen Funktionswerte von Knoten zu Knoten gro�e Unterschie�

de aufweisen� wie z�B� bei der temperatur� und druckabh�angigen Viskosit�at im

Erdmantel� ist eine Verfeinerung des Netzes g�unstig� um eine genauere L�osung

zu nden�

In der vorliegenden Arbeit wird das Gitter so konstruiert� da� keine Teilgebiete

an den R�andern unber�ucksichtigt bleiben� Daher liefert das Programm exakte

Ergebnisse bis zu den R�andern hin� Dies ist eine wichtige Voraussetzung� um die

Konvektion an den R�andern studieren zu k�onnen� W�urde ein �aquidistantes Gitter

gew�ahlt� so wiese die Geometrie an den R�andern Fehler auf� die das numerische

Verhalten der Auf� und Abstiegszonen dort beein�ussen w�urden�

Der Programmablauf f�ur die Netzgenerierung ist in folgende Schritte gegliedert�

�i � Das Grundgebiet wird festgelegt und die Anzahl der Elemente eingelesen�

�ii � Zu jedem Knotenpunkt werden die zugeh�origen Koordinaten bestimmt� in�

dem ein Indexgitter auf das zugrundeliegende Gebiet abgebildet wird�

�iii � Die Knoten sowohl der quadratischen Elemente als auch der Linienelemente

werden numeriert�

�iv � Dirichlet�Randbedingungen werden deniert�

In Schritt�i � sind die Halbachsen eines Ellipsenringes oder die Radien eines Kreis�

ringes einzugeben� Mit Hilfe einer Transformation �Schritt�ii �� lassen sich auf

einfache Weise die Koordinaten der Knoten f�ur jedes nite Element berechnen�

sowohl f�ur die zweidimensionalen Elemente �vgl� Abbildung ��	� als auch f�ur

die eindimensionalen Randelemente� die sogenannten Linienelemente� Die Nume�

rierung der Knoten in Schritt�iii � mu� geschickt durchgef�uhrt werden� um die

Bandbreite der Gesamtmatrix zu minimieren� was letztendlich dazu f�uhrt� da�

man Rechenaufwand und Speicherplatz sparen kann� Schwarz ����	� gibt hierzu
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den Algorithmus von Cuthill�McKee an� der die Bandbreite durch optimale Nu�

merierung der Knotenvariablen reduziert� In Schritt�iv � k�onnen Knoten durch

vorgegebene Zahlenwerte belegt werden�

Abbildung ��
� Gitter f�ur einen Ellipsenring�

Die hier konstruierte Netzgenerierung erlaubt nur Ellipsenringe� bei denen innere

und �au�ere Ellipse gleiche Exzentrizit�at haben� In Abbildung ��
 ist das Gitter

f�ur einen Ellipsenring dargestellt� Es bedeckt das gesamte Gebiet�

��� Das Programmpaket VECFEM

Das benutzte Programm VECFEM �VECtorized Finite Element Method� von

Gro� ������ dient zur numerischen L�osung linearer und nichtlinearer Funktio�

nalgleichungen ein�� zwei� und dreidimensionaler Gebiete �Gro� und Sternecker�

������ Als L�oser dienen die Newton�Raphson�Methode und verschiedene Arten

von CG�Verfahren� z�B� die Biconjugate�Gradient�Methode �BCG�� Da bei Kon�

vektionsproblemen Nullen auf der Hauptdiagonalen der Gesamtmatrix auftre�

ten k�onnen� hat sich die von Freund und Nachtigal ������ entwickelte Quasi�

Minimal�Residual�Methode �QMR� als optimaler L�oser herausgestellt� Durch die

Multiplikation des Gleichungssystems mit der Transponierten der Koe�zienten�

matrix entsteht eine symmetrische und positiv denite Matrix� Der Nachteil ist

eine zus�atzliche Matrixmultiplikation� was dem leistungsstarken VECFEM jedoch

keine Probleme bereitet�
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Eine grasche Benutzerober��ache xvem erleichtert die Bedienung von VECFEM�

verschiedene Optionen auszuw�ahlen� Rand� und Anfangswertprobleme als Varia�

tionsformulierung einzugeben und Routinen der VECFEM Library aufzurufen�

xvem ben�otigt einen Fortran Compiler� Tcl%Tk und ein Programm f�ur mathema�

tische Berechnungen� z�B� MAPLE� Zur graschen Darstellung w�are ein Visualisie�

rungsprogramm empfehlenswert� z�B� DataExplorer� gnuplot oder sde �Kapi�

tel ��
�� F�ur DataExplorer und gnuplot enth�alt xvem bereits eine Schnittstelle�

Zur Triangulierung verwendet man bekannte Netzgeneratoren� z�B� I�DEAS� oder

programmiert selber ein Gitter entsprechend Kapitel ����

Anhand eines Ausgabeprotokolls l�a�t sich die L�osungsprozedur kontrollieren� F�ur

jeden Iterationsschritt wird eine a�posteriori�Fehlerabsch�atzung ermittelt� um die

Stabilit�at der Daten zu gew�ahrleisten� In Zeitrichtung wird die optimale Schritt�

weite und Konsistenzordnung selbst�andig von VECFEM gefunden�

��� Programme zur gra�schen Auswertung

F�ur die grasche Auswertung wurde ein Programm namens sde entwickelt� das

sich zur zweidimensionalen Darstellung ein� oder zweidimensionaler Datenfelder

auf Finite�Elemente�Netzen eignet� Als Eingabe erfordert dieses Programm ein

Datenle mit der Beschreibung des Finite�Elemente�Netzes sowie die entspre�

chenden Datenfelder an jedem Punkt des Netzes� Bei Konvektionsmodellierun�

gen liegen die eindimensionalen Datenfelder f�ur die Temperatur und den Druck

sowie das zweidimensionale Datenfeld f�ur die Geschwindigkeit vor� Eindimensio�

nale Daten werden durch Farben� zweidimensionale Daten werden durch Vektoren

dargestellt� Das Programm sde erlaubt die Auswahl einzelner Zeitschritte� ver�

schiedener �kontinuierlicher� Farbspektren� beliebig genauer Au��osungen und frei

w�ahlbarer Skalierungen� Als Ausgabe k�onnen entweder PostScript oder Encapsu�

lated PostScript Files erzeugt werden� Letztere lassen sich beliebig skalieren und

k�onnen direkt in LATEX eingebunden werden� Dar�uberhinaus liefert das Programm

sde die �uber das Netz gewichteten Mittelwerte der Datenfelder� z�B� zur Berech�

nung von vrms� Im Vergleich zu anderen Programmen zur graschen Auswertung
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ist sde wesentlich schneller� besser kongurierbar und erzeugt dar�uberhinaus we�

sentlich kleinere Ausgabedateien�

F�ur die grasche Darstellung von Funktionsverl�aufen� wie z�B� der vrms�Kurven�

wurde das Programm gnuplot verwendet� welches frei verf�ugbar im Internet

erh�altlich ist� Als Eingabe ben�otigt dieses Programm lediglich Paare von x��

und x��Koordinaten� Als Ausgabe kann ein Encapsulated PostScript File erzeugt

werden� F�ur die Darstellung von Funktionen sind eine Vielzahl unterschiedlicher

Parameter beliebig einstellbar�



Kapitel �

Ergebnisse

��� Rechteckgebiet

Die Mantelkonvektion wird in einem abgeschlossenen� zweidimensionalen Recht�

eckgebiet mit Seitenverh�altnis � � � simuliert� wobei das dimensionslose Di�eren�

tialgleichungssystem ���
�� die Randbedingungen ������� ����	� und die Tempera�

turanfangswerte ������ das System denieren� Es wird eine konstante Viskosit�at�

eine konstante Schwerebeschleunigung von j�g j � ���� ms�� und Heizung von un�

ten angenommen� In dimensionsloser Form sei im ersten Lauf die Rayleigh�Zahl

Ra � ��� und im zweiten Lauf Ra � ��� gesetzt�

F�ur den ersten Lauf zeigt die Abbildung 	�� das Temperaturfeld und das Ge�

schwindigkeitsfeld als L�osungen des Di�erentialgleichungssystems der Mantelkon�

vektion� Es bildet sich genau eine Konvektionszelle� wobei die Anfangsbedingung

so gew�ahlt worden ist� da� sie sich links herum dreht� Da in der Di�erential�

gleichung die Geschwindigkeit mit der Temperatur gekoppelt ist� entsteht ein

konvektiver Aufstrom an der rechten Kastenwand� Drei Zeitpunkte f�ur die Ent�

wicklung des Temperaturverlaufs werden in Abbildung 	�� wiedergegeben� wobei

der letzte den station�aren Zustand darstellt� Dieser ist dadurch charakterisiert�

da� sich der Betrag der Geschwindigkeit mit der Zeit nicht �andert�

F�ur den zweiten Lauf einer erh�ohten Rayleigh�Zahl von ��� sind das Tempera�
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t����� t�����

t���
 Geschwindigkeit

Abbildung 	��� Zeitliche Entwicklung der Temperatur� und Geschwindigkeitsfel�

der f�ur Ra � ���� dimensionslose Zeit�

turfeld und das Geschwindigkeitsfeld der Konvektion in Abbildung 	�� grasch

dargestellt� Die Materie ist weniger viskos� und die Geschwindigkeit ist h�oher als

im ersten Lauf� wodurch die Materie weiter an den Rand gedr�uckt wird� d�h�

die Konvektionszelle sieht eckiger aus und besitzt au�en viel gr�o�ere Geschwin�

digkeitsbetr�age als innen� Dieses Verhalten beein�u�t das Temperaturfeld� Die

Aufstiegszone ist durch einen schmalen Schlot gekennzeichnet und breitet sich an
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t������ t�����


t���� Geschwindigkeit

Abbildung 	��� Zeitliche Entwicklung der Temperatur� und Geschwindigkeitsfel�

der f�ur Ra � ���� dimensionslose Zeit�

der Ober��ache weit aus� Im station�aren Zustand lassen sich diese Unterschiede

anhand der Abbildungen 	�� und 	�� sehr gut erkennen� Vangelov und Jarvis

����	� machen die gleiche Feststellung bei einer Serie von Programml�aufen mit

den Rayleigh�Zahlen R � ���� � � ���� ���� ���� Sie kommen zu dem Befund� je

h�oher die Rayleigh�Zahl� desto dichter liegen die Isothermen am Rand des Ge�

bietes� obgleich die innere Temperaturdi�erenz unge�andert bleibt�
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Auswertung und Diskussion

Zum Vergleich der Ergebnisse wird als signikante Gr�o�e die �uber das gesamte

Gebiet � r�aumlich gemittelte Geschwindigkeit vrms benutzt� die wie folgt deniert

ist�

vrms �

�
�Z

�

�v�� � v��� d�


A

�
�

�	���

Da die niten Elemente alle unterschiedliche Gr�o�e und Form haben k�onnen

�vgl� Abbildungen ��� und ��	�� mu� f�ur die Berechnung des Integrals �	��� die

Geschwindigkeit �uber die Fl�ache eines jeden niten Elementes gemittelt werden�

und vrms ergibt sich dann als das Mittel aller dieser Werte� Es gilt�

vrms �

vuuut NX
i��

Z
Ei

�v�� � v��� dEi �	���

Das Integral
R
Ei

�v�� � v��� dEi l�a�t sich dabei f�ur jedes nite Element Ei einfach

mittels geeigneter numerischer Integrationsmethoden bestimmen� Der zeitliche

Verlauf der r�aumlich gemittelten Geschwindigkeit vrms ist f�ur beide L�aufe in

den Abbildungen 	�� und 	�	 wiedergegeben� Nach einer kurzen Einschwingphase

stellt sich jeweils ein station�arer Zustand der Mantelkonvektion ein� Dabei tritt im

zweiten Lauf aufgrund der zehnfach h�oheren Rayleigh�Zahl ein wesentlich h�oherer

Wert f�ur vrms auf� Da die gleichen Gitter� und Parametervoraussetzungen wie in

dem Benchmarkmodell von Blankenbach et al� ������ gew�ahlt worden sind� ist

eine gute �Ubereinstimmung der vrms�Kurven festzustellen�

Bei dem Benchmarkmodell von Blankenbach et al� ������ wurde ein Standard�

problem der Mantelkonvektion mittels einer Vielzahl unterschiedlicher Implemen�

tierungen numerischer Verfahren gel�ost� und die Ergebnisse wurden miteinan�

der verglichen� Das am h�augsten bei diesem Benchmarktest benutzte Verfahren

war die Finite�Di�erenzen�Methode� in zwei Implementationen wurde ein Finite�

Elemente�Verfahren verwendet� Es zeigt sich� da� die Finite�Elemente�Verfahren

den Finite�Di�erenzen�Methoden hinsichtlich der Genauigkeit und Konvergenz�

ordnung deutlich �uberlegen sind� So liefert das Finite�Elemente�Verfahren f�ur
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dieses Benchmarkmodell beispielsweise schon auf einem �� � ���Gitter genaue�

re Ergebnisse als manche Implementationen der Finite�Di�erenzen�Methode auf

einem ��� ���Gitter�

Bei der Verizierung der eigenen Ergebnisse werden die r�aumlich gemittelten

Geschwindigkeiten vrms �Gleichung 	��� den Ergebnissen des Benchmarkmodells

gegen�ubergestellt� Ein Vergleich in Tabelle 	�� best�atigt eine hervorragende �Uber�

einstimmung� In beiden durchgef�uhrten L�aufen war die Abweichung des eigenen
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Modellergebnisses vom Wert des Benchmarkmodells geringer als ������

Tabelle 	��� Gegen�uberstellung der Ergebnisse des Benchmarkmodells �Blanken�

bach� ����� und des neuentwickelten Programms� Es werden die Werte f�ur die

r�aumlich gemittelte� dimensionslose Geschwindigkeit vrms dargestellt�

Lauf Rayleigh�Zahl Gitter Modellergebnisse Benchmark Abweichung

vrms vrms

�a� ��� ��� �� 	����	� 	����� ������

�b� ��� �	� �	 	����
� 	����
 ������

�a� ��� ��� �� �������	 ������� ����
�

�b� ��� ��� �� �����
�� ������� �����

��� Kreisring

Durch die Modellierung der Konvektion in einem Kreisring wird der Mechanis�

mus des Erdinneren viel realistischer wiedergegeben als dies in Kastenmodel�

len m�oglich ist� Betrachtet man die Erde als Kreisring mit R� � �	�
 km und

R� � ���� km �Kertz� ����� sowie die realistischen Eingangsparameter aus Ta�

belle ���� dann liefert das Programm Geschwindigkeiten in der Gr�o�enordnung

der auf der Erde beobachteten Plattengeschwindigkeiten� Die Modellierung be�

ginnt bei der Evolution der Erde vor 	�

 � ��� Jahren und endet im heutigen

Erdzeitalter�

Die numerische Berechnung dieses globalen Konvektionsmodells beruht auf der

L�osung des gekoppelten� nichtlinearen partiellen Di�erentialgleichungssystems

������ Die Kopplung besteht darin� da� die Auftriebskr�afte in der Str�omungsglei�

chung temperaturabh�angig sind und der konvektive Term in der W�armetrans�

portgleichung von der Geschwindigkeit angetrieben wird� Dieses Zusammenspiel
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bewirkt� da� sich die Temperatur mit der Str�omung ausbreitet� Die W�arme ver�

teilt sich also nicht nur di�usiv� sondern wird auch vom Geschwindigkeitsfeld

transportiert�

����� Ein�u� der Temperaturanfangsst�orung

F�ur die �D�Modellierung der Konvektion in einem Kreisring werden dieselben

Voraussetzungen angenommen wie in dem Rechteckgebiet �Kapitel 	���� nur die

Form des Grundgebietes �andert sich� Es wird die Netzgenerierung aus Kapitel ���

zugrunde gelegt und ein Gitter von 	���	 Elementen gew�ahlt� Vergleicht man in

Tabelle 	�� die Ergebnisse der Geschwindigkeiten f�ur unterschiedlich feine Gitter�

so liegen die Abweichungen bei ������ bzw� ������� Ein Finite�Elemente�Gitter

von 	���	 Elementen ist also fein genug� um sehr genaue Ergebnisse zu erzielen�

Bei der Finiten�Elemente�Methode besteht jedes Element aus acht Knotenpunk�

ten �vgl� Abbildung ��	�� so da� bei 	� � �	 Elementen die Funktionswerte in

�

� Gitterpunkten berechnet werden�

Die R�ander des Erdmantels als Grundgebiet bestehen aus der Kern�Mantel�

Grenze und der Erdober��ache� Es m�ussen keine k�unstlichen Seitenr�ander ein�

gef�uhrt werden� so da� gro�r�aumige Konvektionszellen entstehen k�onnen� Es

wird Heizung von unten und Abk�uhlung von oben vorgeschrieben und au�er�

dem die Viskosit�at als konstante Gr�o�e vorgegeben� Die Rayleigh�Zahl Ra �


� � g�T d���� 	 variiert mit der Di�erenz der Radien R� und R� des Kreis�

ringes� F�ur die Schichtdicke d setzt man den Abstand d � R��R� ein �Chandra�

sekhar� ������ In dem Fall� da� der innere und der �au�ere Erdradius auf R� � �

und R� � � skaliert sind� berechnet sich die Rayleigh�Zahl zu Ra � ���� Nach

Griebel et al� ����
� ist die Ausbildung einer nat�urlichen Konvektion in dem

Modell der Rayleigh�B&enard�Str�omung unabh�angig vom jeweiligen Experiment

und betrachteten Fluid nur f�ur Rayleigh�Zahlen Ra � ���� m�oglich� Die zugrun�

deliegende Temperaturskala in Abbildung 	�
 wurde von � bis � skaliert� was

den Werten ��� K und 	��� K entspricht� Im Erdmantel wird also eine Tempe�

raturdi�erenz von 	��� K angenommen� Das vorliegende Programm rechnet mit
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�� ��


Abbildung 	�
� Temperaturskala f�ur alle nachfolgenden Temperaturfelder� Die

dimensionslosen Temperaturen von � bis � entsprechen den Werten ��� K bis

	��� K�

Zeiten von � bis � sowie einer Zeitschrittweite von ������ Die dimensionslosen Da�

ten lassen sich gut mit den Modellen in der Literatur �Zebib et al�� ����� Jarvis�

����� ���	� vergleichen� Es werden �ahnliche Ergebnisse f�ur die Geschwindigkeit

erwartet� wie sie im Kastenmodell �Kapitel 	��� diskutiert worden sind�

Variation der Periode der Temperaturanfangsst
orung

Die Temperaturanfangsst�orung ������ beschreibt den Zustand der Temperatur�

verteilung vor 	�

 � ��� Jahren� Es kann angenommen werden� da� diese numeri�

sche St�orung auf der Erde zum Beispiel durch die D
��

�Schicht hervorgerufen wird

�Stacey und Loper� ����� Kellogg und King� ������ Der geringe Wert der Ampli�

tude von ���� bewirkt eine Temperaturst�orung von maximal 	 K gegen�uber dem

kontinuierlichen Temperaturverlauf� Im Kastenmodell lag eine zehnmal gr�o�e�

re Temperaturst�orung vor �siehe �������� Zur Untersuchung der Periode � der

cos�Funktion ������ ist das Programm sde hilfreich� Die Abbildung 	�� skizziert

den St�orterm von ������ f�ur die Perioden �� �� 	 und �� Zur Orientierung ist

das zugrundeliegende Finite�Elemente�Gitter eingezeichnet� Die Maxima der cos�

Funktion sind rot dargestellt� die Minima blau� Sie weisen eine symmetrische

Anordnung auf� da die cos�Funktion gleichm�a�ige Schwingungen beschreibt� Es

ist zu erkennen� da� die geraden Perioden die Anzahl der Maxima bestimmen� Bei

ungeraden Periodenzahlen wie �� 
� � besitzt die St�orfunktion bedingt durch die

Periodizit�at der arc�tan�Funktion �� 	� � Maxima� Es ist festzustellen� inwieweit

diese Maxima die Aufstiegszonen der Konvektion beein�ussen�

F�ur die Periode � ist in Abbildung 	�� der dimensionslose zeitliche Verlauf des

Temperaturfeldes der Mantelkonvektion dargestellt� Das Geschwindigkeitsfeld in
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Periode � Periode �

Periode 	 Periode �

Abbildung 	��� Maxima �rot� und Minima �blau� der Temperaturanfangsst�orung

verschiedener Perioden� Kreisring�

Abbildung 	�� beschreibt den durch die Konvektion vorangetriebenen Materie�

transport� Man beobachtet� da� �uber den gesamten Zeitraum vier Konvektionszel�

len erhalten bleiben� Die Temperaturdarstellung in Abbildung 	�� zeigt zwei kon�

vektive Aufstiegszonen und zwei kalte Abstrombereiche� Als Anfangsbedingung

ist eine kontinuierliche Temperaturverteilung gegeben� nach einer dimensionslo�

sen Zeit von t � ���
 treten erste St�orungen auf� die sich bei t � ���� bereits bis
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zur Ober��ache erstrecken� und nach �� Zeitschritten erkennbare Aufstiegszonen

bilden� Vom letzteren Zeitpunkt an treten keine gro�en Temperatur�anderungen

auf� es verteilt sich die W�arme lediglich im gesamten Mantel� Ab t � ���� stellt

sich der station�are Zustand ein�

t � ���
 t � ����

t � ���� t � ����

Abbildung 	��� Temperaturfelder� Kreisring mit R��� und R���� Periode der

Temperaturanfangsst�orung� �� Ra � ���� dimensionslose Zeit� 	� � �	�FEM�

Gitter�

Ist die Periode � in der Temperaturanfangsst�orung gegeben� entstehen �ahnliche
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Abbildung 	��� Geschwindigkeitsfeld� Kreisring mit R��� und R���� Periode der

Temperaturanfangsst�orung� �� Ra � ���� 	�� �	�FEM�Gitter�

Str�omungsmuster wie bei der Periode �� Die Ergebnisse der Konvektionsmodel�

lierung sind in Abbildung 	�� und in Abbildung 	��� grasch dargestellt� Schon

zum Zeitpunkt t � ���� bilden sich vier warme Aufstiegszonen� Das zugeh�orige

Geschwindigkeitsfeld in Abbildung 	��� besteht aus acht gleichm�a�igen Konvek�

tionszellen� Die hei�e Materie wird an die Ober��ache transportiert� k�uhlt sich

dort ab und sinkt mit der Str�omung wieder in den Mantel� Dieses Ph�anomen

beschreibt das Di�erentialgleichungssystem durch die �Anderung des Tempera�
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turgradienten mit der Geschwindigkeit�

t � ���� t � ����

t � ���	 t � ���

Abbildung 	��� Temperaturfelder� Kreisring mit R��� und R���� Periode der

Temperaturanfangsst�orung� 	� Ra � ���� dimensionslose Zeit� 	� � �	�FEM�

Gitter�

F�ur die Periode � liefert das Finite�Elemente�Programm das in Abbildung 	���

und in Abbildung 	��� dargestellte Konvektionsverhalten� Es entstehen sechs

gleichm�a�ige Aufstiegszonen und zw�olf Konvektionszellen� F�ur den Temperatur�

verlauf sind vier Zeitschritte herausgegri�en worden� wobei der letzte den sta�
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Abbildung 	���� Geschwindigkeitsfeld� Kreisring mit R��� und R���� Periode

der Temperaturanfangsst�orung� 	� Ra � ���� 	�� �	�FEM�Gitter�

tion�aren Zustand darstellt� Dieser stellt sich bei t � ���� ein� Dort endet die

Einschwingphase der Geschwindigkeit� Die dimensionslose� r�aumlich gemittelte

Geschwindigkeit vrms sieht f�ur die Konvektion in einem Kreisring genauso aus

wie die vrms�Kurve in Abbildung 	���

Ein Beispiel f�ur unregelm�a�ige Konvektionszellen ist die Temperaturanfangsst�orung

mit der Periode �� Abbildung 	��� zeigt die zeitliche Entwicklung des Tempe�

raturfeldes� Die ersten St�orungen treten zur Zeit t � ���� auf� also sp�ater als bei
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t � ���� t � ����

t � ���	 t � ����

Abbildung 	���� Temperaturfelder� Kreisring mit R��� und R���� Periode der

Temperaturanfangsst�orung� �� Ra � ���� dimensionslose Zeit� 	� � �	�FEM�

Gitter�

den bisherigen Beispielen mit Perioden �� 	 und �� In Abbildung 	��	 erkennt man

unterschiedlich schnell str�omende Konvektionszellen� die die Geschwindigkeit der

W�armeausbreitung beein�ussen� Bei t � ���� sind die Geschwindigkeiten links

unten gr�o�er als im �ubrigen Gebiet� Daher steigt die W�arme in Abbildung 	���

zur Zeit t � ���� dort schneller auf� Ein Bild weiter entwickeln sich die aufstei�



KAPITEL �� ERGEBNISSE 	�

Abbildung 	���� Geschwindigkeitsfeld� Kreisring mit R��� und R���� Periode

der Temperaturanfangsst�orung� �� Ra � ���� 	�� �	�FEM�Gitter�

genden Diapire rechts oben am schnellsten� Bei t � ��� hat sich ein Gleichgewicht

eingestellt� d� h� die Geschwindigkeiten bleiben konstant� Allerdings besitzen die

Konvektionszellen unterschiedliche Gr�o�en�
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t � ���� t � ����

t � ���� t � ���

Abbildung 	���� Temperaturfelder� Kreisring mit R��� und R���� Periode der

Temperaturanfangsst�orung� �� Ra � ���� dimensionslose Zeit� 	� � �	�FEM�

Gitter�

Auswertung

Da im vorliegenden Kreismodell die gleichen Modellannahmen wie im Kastenmo�

dell �Kapitel 	��� gemacht wurden� erh�alt man vergleichbare Ergebnisse� Wie aus

den Di�erentialgleichungen bereits ersichtlich� stellt sich irgendwann ein stati�
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t � ���� t � ����

Abbildung 	��	� Geschwindigkeitsfelder� Kreisring mit R��� und R���� Periode

der Temperaturanfangsst�orung� �� Ra � ���� 	�� �	�FEM�Gitter�

on�arer Zustand ein� das Str�omungsverhalten �andert sich mit der Zeit nicht mehr�

Die Temperatur� und Geschwindigkeitsbilder weisen dann in weiteren Zeitschrit�

ten keine Ver�anderungen auf� Dieses Verhalten l�a�t sich sehr gut an dem asym�

ptotischen Verlauf der vrms�Kurve ablesen� In allen Kreismodellen beschreibt der

zeitliche Verlauf der r�aumlich gemittelten Geschwindigkeit �ahnliche Einschwing�

kurven wie die im Kastenmodell �Abbildung 	���� Daher wurde hier auf die gra�

sche Darstellung verzichtet�

Die r�aumlich gemittelte Geschwindigkeit vrms und die maximale Geschwindigkeit

vmax im station�aren Zustand berechnet das Visualisierungsprogramm sde nach

der Formel �	���� Die �Anderungen dieser dimensionslosen Geschwindigkeiten in

der zeitlichen Entwicklung sind ein gutes Ma� f�ur die konvektiv wirkenden Kr�afte�

F�ur jeden Programmlauf sind diese Ergebnisse in Abh�angigkeit der Periodenzahl

in Tabelle 	�� aufgetragen� Die Geschwindigkeitswerte sind etwas gr�o�er als die

Werte in Tabelle 	�� bei vergleichbarer Rayleigh�Zahl von Ra � ���� Nach Umska�

lierung erh�alt man reale Geschwindigkeiten zwischen ���� cm%a und ���� cm%a�

Die Tabelle 	�� zeigt� je gr�o�er die Periodenzahl in der Temperaturanfangsst�orung

gew�ahlt wird� desto kleiner werden die Str�omungsgeschwindigkeiten und desto
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mehr Konvektionszellen entstehen� Die Materie str�omt schneller� je gr�o�er der

Durchmesser der jeweiligen Zelle ist�

Tabelle 	��� Dimensionslose Geschwindigkeitswerte in Abh�angigkeit der Periode

der Temperaturanfangsst�orung�

Periode vmax vrms Anzahl Abbildungen

dimensionslos dimensionslos Konvektionszellen

� � � ����	 	
��� 	 	��� 	��

� � � �
��� 		��
 � 	���� 	��	

� � 	 �	�	� 		��
 � 	��� 	���

� � � 
��	� �
��� �� 	���� 	���

� � � 		��� ���	� �� '

Es besteht also ein Zusammenhang zwischen der Periode der Anfangsst�orung

und der Anzahl der Konvektionszellen� Eine gerade Periodenzahl gibt die Zahl

der Aufstiegszonen wieder� Ein Vergleich der Temperaturbilder �Abbildungen 	���

	��� 	���� mit der Funktion der Temperaturanfangsst�orung �Abbildung 	��� l�a�t

erkennen� da� die Maxima dieser Funktion die Lage der Aufstiegszonen bestim�

men� W�urde zur Zeit t � � vor 	�

 � ��� Jahren keine Temperaturst�orung an�

genommen� w�urde keine Konvektion entstehen� F�ur Periode � �Abbildung 	����

weist die Verteilung der Maxima und Minima der St�orfunktion �Abbildung 	���

keine Regelm�a�igkeiten auf� so da� sich die Konvektionszellen relativ willk�urlich

bilden� Das gilt f�ur jede ungerade Periodenzahl�

Diskussion

Der Ein�u� der Temperaturanfangsst�orung auf das konvektive Verhalten spielt

eine gr�o�ere Rolle als die Rayleigh�Zahl und die Gr�o�e des Gebietes� Diese Be�

hauptung stellten zum Beispiel Hansen und Ebel ������ bei der Untersuchung von
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Str�omungsmuster in einem Kastenmodell auf� Jarvis ������ erarbeitete ebenfalls

die Abh�angigkeit der Anzahl der Konvektionszellen von der Anfangsbedingung

bei der Untersuchung von geometrischen E�ekten in sph�arischen� zweidimensiona�

len Modellen der Mantelkonvektion� Die Temperaturbilder in Kreisringen sind in

seiner Ver�o�entlichung identisch mit den Abbildungen 	�� und 	��� Jarvis ������

und Vangelov $ Jarvis ����	� analysieren vor allem den Ein�u� der Bogenl�ange

und der Kr�ummung von Kreissegmenten auf das Str�omungsmuster der Konvekti�

onszellen� Kellogg und King ������ untersuchen ebenfalls in Kreissegmenten die

Struktur der aufsteigenden Diapire� allerdings in Abh�angigkeit von Viskosit�ats�

gesetzen�

Die Konvektion in der Arbeit von Kellogg und King ������ erreicht nach ��
 � ���

Jahren einen station�aren Zustand� Setzt man als Alter der Erde 	�

 � ��� Jahre

an� so bedeutet dies� da� der station�are Zustand bei einem Alter von 	�

 � ����

��
 � ��� � 	�	 � ��� Jahren erreicht wird� In der vorliegenden Arbeit ist die

Einschwingphase nach einer dimensionslosen Zeit von etwa t � ��� beendet� was

bei einer Schrittweite von dt � ����� bzw� ��� Jahren einem Alter von 	��
 � ���

Jahren entspricht� Es ist also eine sehr gute �Ubereinstimmung festzustellen�

Die Konvektionsmodelle in der Literatur sind h�aug in dimensionslosen Variablen

gerechnet worden und lassen sich daher gut mit den eigenen Voraussetzungen und

Ergebnissen vergleichen� Die Rayleigh�Zahl liegt in der oben genannten Literatur

im Bereich von ���� so da� die dort dargestellten Auf� und Abstiegszonen von

der Struktur her mit den eigenen �ubereinstimmen� Schubert ������ rechnet im

Kasten mit Ra � ��
 � ��� und im Kreis bzw� in der Kugel mit Ra � ��� � ����

Diese erh�ohte Rayleigh�Zahl und die Annahme von Kompressibilit�at und innerer

Heizung f�uhren zu anderen Ergebnissen als die in der genannten Literatur� Bei

konstanter Viskosit�at von 
�� � ���� Pa s ergeben sich maximale konvektive

Geschwindigkeiten von �� cm%a� Wie in der vorliegenden Arbeit stellt Schubert

������ die Geschwindigkeit als Vektorfeld dar und nicht als Str�omungsfeld�

Larsen und Yuen ������ berechnen eine maximale Geschwindigkeit von � cm%a im

station�aren Zustand f�ur die Konvektion im oberen Mantel� Dabei ist Ra � ����

und konstante Viskosit�at wird vorausgesetzt� Erheblich h�ohere Geschwindigkeiten
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werden unter Ber�ucksichtigung einer temperaturabh�angigen Viskosit�at oder einer

Nicht�Newton�Rheologie erreicht� Larsen und Yuen ������ entwickeln eine eigene

Theorie der Anfangsbedingung� da� der Anfangszustand durch kalte� sinkende

Abstrombereiche gest�ort wird�

����� Variation der Radien

Um die Abh�angigkeit der Konvektionsstr�ome von der Dicke des Kreisringes zu

untersuchen� wird nur der Radius des �au�eren Kreises variiert� alle weiteren Para�

meter bleiben unge�andert� Das Gitter besteht aus 	���	 Elementen� die �ublichen

Randbedingungen werden gesetzt� und die Temperaturanfangsst�orung sei in allen

L�aufen mit der Periode � gegeben� Die Rayleigh'Zahl berechnet sich f�ur jeden

Kreisring abh�angig von seiner Dicke neu� Die Temperaturfelder in Abbildung 	��


geben den station�aren Zustand wieder� Der Verlauf der zeitlichen Entwicklung

von Geschwindigkeit und Temperatur aller vier L�aufe entspricht im wesentlichen

dem in Abbildung 	��� erl�auterten Lauf� Man erkennt� da� die Aufstiegsbereiche

einen schmaleren Schlot bilden und sich an der Ober��ache weiter ausdehnen� je

gr�o�er die Dicke des Kreisringes ist� Auch setzt die Konvektion zeitlich eher ein�

wenn der �au�ere Radius gr�o�er ist�

Auswertung

Als Ergebnis liefert das Programm die maximale Geschwindigkeit vmax des statio�

n�aren Zustandes und die r�aumlich gemittelte Geschwindigkeit vrms� Tabelle 	��

liefert die Erkenntnis� je gr�o�er der Radius� desto gr�o�er die Geschwindigkeiten�

Die Str�omung ist umso schneller� je gr�o�er die Konvektionszellen sind�

Die anfangs herrschende kontinuierliche Temperaturverteilung wird zeitlich ge�

sehen eher gest�ort� wenn der Radius gr�o�er ist� da die h�ohere Geschwindigkeit

den Materialtransport schneller vorantreibt als in kleineren Konvektionszellen�
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R� � ��� R� � �

R� � ��� R� � ���

Abbildung 	��
� Temperaturfelder im station�aren Zustand� Kreisringe verschie�

dener Au�enradien� Innenradius R���� Periode der Temperaturanfangsst�orung�

�� Ra � �
� � g�T �R�� R�������� 	�� 	�� �	�FEM�Gitter�

In dem Kreisring mit R� � �� R� � ��� �Abbildung 	��
� erreichen die warmen

Aufstiegszonen die Ober��ache� breiten sich dort aber kaum aus� Vergr�o�ert man

den �au�eren Radius� bilden sich pilzf�ormig aufsteigende Diapire� deren Schlote

schmaler werden� je gr�o�er die Str�omungsgeschwindigkeit wird�
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Tabelle 	��� Geschwindigkeitsvergleich f�ur Kreisringe unterschiedlicher Radien�

Innerer Radius �Au�erer Radius vmax vrms

� ��� 		��� ���
�

� ��� 
��	� �
���

� ��� ����	 
����

� ��� ����� �����

Kreisringe verschiedener Radien� aber konstanter Ringdicke

Die Di�erenz zwischen �au�erem und innerem Radius sei im dimensionslosen Fall

�� so da� beide Kreisringe in Abbildung 	��� mit derselben Rayleigh�Zahl berech�

net worden sind� Die Konvektionsstr�ome in dem kleineren Kreisring erreichen

im station�aren Zustand Geschwindigkeitswerte von vrms � �
��� und in dem

gr�o�eren Kreisring von vrms � 
���
� Hiermit wird die Aussage best�atigt� da�

die Geschwindigkeit zunimmt� je gr�o�er der Durchmesser der jeweiligen Konvek�

tionszellen ist�

Es gilt letztendlich� da� die �Anderung der Radien einen gr�o�eren Ein�u� auf den

Betrag der Geschwindigkeit hat als die Rayleigh�Zahl als Funktion der Schicht�

dicke�

����	 �Anderung der Rayleigh�Zahl

Die Rayleigh�Zahl wird konstant auf Ra � ��� gesetzt� die �ubrigen Modellpara�

meter entsprechen dem Lauf in Abbildung 	���� Vier Zeitpunkte des Tempera�

turfeldes sind in Abbildung 	��� dargestellt� Das Geschwindigkeitsfeld entspricht

der Abbildung 	���� allerdings sind die Vektoren l�anger und haben im station�aren

Zustand Betr�age von vrms � ����� und vmax � ��
���� Die hohen Geschwindigkei�

ten sind mit schnellem Temperaturanstieg in den �au�eren Bereichen verbunden�

Schon bei t � ����
 beginnt die Konvektion� In kurzer Zeit haben sich warme

Aufstiegszonen und kalte Abstrombereiche gebildet� Sie sind mit der Konvek�
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R� � �� R� � � R� � �� R� � �

R� � �� R� � � R� � � � R� � �

Abbildung 	���� Temperatur� und Geschwindigkeitsfelder im station�aren Zu�

stand� Kreisringe verschiedener Innen� und Au�enradien� aber konstanter Ring�

dicke� Periode der Temperaturanfangsst�orung� �� Ra � ���� 	�� �	�FEM�Gitter�

tion im Rechteckgebiet �Abbildung 	��� vergleichbar� Dort beginnt der station�are

Zustand bei t � ���
 �Abbildung 	�	�� Das tri�t genauso auf den Lauf in Abbil�

dung 	��� zu� Bei einer Rayleigh�Zahl von Ra � ��� lag dieser Zeitpunkt bei etwa

t � ���� Eine Erh�ohung der Rayleigh�Zahl um den Faktor �� hat eine zweieinhalb�

fach gr�o�ere Geschwindigkeit zur Folge� Eine �Anderung der Rayleigh�Zahl und

damit der Str�omungsgeschwindigkeit hat keinen Ein�u� auf die Auswirkungen

der Temperaturanfangsst�orung�
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t � ����
 t � �����

t � ���� t � ���


Abbildung 	���� Temperaturfelder� Kreisring mit R��� und R���� Periode der

Temperaturanfangsst�orung� �� Ra � ���� 	�� �	�FEM�Gitter�

��� Ellipsenring

Die Untersuchung des Konvektionsverhaltens in Ellipsenringen zeigt� da� keine

Temperaturanfangsst�orung notwendig ist� um Konvektion entstehen zu lassen�

Das ist von Interesse� da in bisherigen Konvektionsmodellen� wie Kasten und

Kreisring� sich nur dann Aufstiegszonen bilden� wenn die Temperatur �uber die



KAPITEL �� ERGEBNISSE 
�

R�ander oder in der Anfangsbedingung gest�ort wird� Bei Ellipsenringen sorgt hin�

gegen bereits die Geometrie f�ur die Brechung der Symmetrie�

Der charakteristische Parameter ist die Abplattung� welche bislang in Konvek�

tionsmodellen noch nicht untersucht worden ist� Die Abplattung einer Ellipse ist

f � �A� B��A� wobei A die gro�e� B die kleine Halbachse ist� Die Rechnungen

in diesem Kapitel sind f�ur Ellipsenringe allgemein g�ultig� erdartige Ellipsenringe

werden in Kapitel 	�	 behandelt�

Die Schichtdicke d eines zweidimensionalen Ellipsenringes ist nicht konstant� Da�

her mu� die Rayleigh�Zahl Ra � �
� � g�T d������ 	� in jedem Punkt �x�� x��

neu berechnet werden� Aus den allgemein g�ultigen Formeln ������ und ����	� f�ur

die Ellipsendurchmesser r� und r� berechnet sich die Schichtdicke d�x�� x�� �

r��x�� x��� r��x�� x�� folgenderma�en�

d�x�� x�� �
q
x�� � x��

�
A�B�p

B�
�x

�
� � A�

�x
�
�

�
A�B�p

B�
�x

�
� � A�

�x
�
�

�
�	���

��	�� Auswirkungen der Temperaturanfangsst�orung

Die zeitliche Entwicklung der Konvektion in einer Ellipse der Abplattung f � ��


ist in Abbildung 	��� und 	��� dargestellt� Modelliert wurde auf einem 	�� �	�

Finite�Elemente�Gitter �Abbildung ��
� mit den Randbedingungen ������ und

����	� f�ur die Geschwindigkeiten� T � T� und T � T� � �T f�ur die Temperatur

au�en und innen� Die Anfangsbedingung der Temperatur ist durch den kontinu�

ierlichen Verlauf T �t� �� � � � � gegeben� Die Rechnungen werden also ohne

den St�orterm der Formel ������ durchgef�uhrt�

Von Anfang an bilden sich vier Konvektionszellen entlang den gro�en Halbach�

sen �Abbildung 	����� Der durch die Str�omung verursachte Materialtransport be�

wirkt bereits bei t � ����
 einen Temperaturanstieg �Abbildung 	����� Es bilden

sich warme Aufstiegszonen als gro�e pilzf�ormige Strukturen entlang den gro�en

Halbachsen� Entlang der kleinen Halbachsen ist am Anfang keine Str�omung zu

erkennen� aber mit der Zeit bilden sich dort jeweils zwei Konvektionszellen �Ab�

bildung 	����� Hiermit ist ein Temperaturanstieg an den kleinen Halbachsen ver�
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bunden� Die W�arme steigt dort jedoch aufgrund der niedrigen Geschwindigkeiten

kaum bis an die Ober��ache� Das letzte Bild in Abbildung 	��� zeigt den stati�

on�aren Zustand� der nach einer Einschwingphase bei t � ���
 beginnt�

t� ����
 t� ����

t� ���� t� ���


Abbildung 	���� Temperaturfelder� Ellipsenring mit A���� B����
� A���� B����

Abplattung� ��
� keine Temperaturanfangsst�orung� dimensionslose Zeit� 	�� �	�

FEM�Gitter�

t� ����
 t� ���


Abbildung 	���� Geschwindigkeitsfelder� Ellipsenring mit A���� B����
� A����

B���� Abplattung� ��
� keine Temperaturanfangsst�orung� dimensionslose Zeit�

	�� �	�FEM�Gitter�
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Auswertung

Der in den Abbildungen 	��� und 	��� dargestellte Lauf wird mit den Perioden �� 	

und � der Temperaturanfangsst�orung durchgef�uhrt� Es entstehen genau dieselben

Temperatur� und Geschwindigkeitsfelder wie im ungest�orten Fall� Die zugeh�origen

vrms�Kurven zeigen den gleichen Verlauf und stimmen mit den bisherigen �uberein

�vergleiche Abbildung 	���� Die maximale Geschwindigkeit vmax im station�aren

Zustand sowie die r�aumlich gemittelte Geschwindigkeit vrms besitzen in allen

L�aufen ziemlich genau den gleichen Betrag� Tabelle 	�	 liefert eine �Ubersicht der

Ergebnisse�

Tabelle 	�	� Vergleich der Geschwindigkeiten in Abh�angigkeit der Periode der

Temperaturanfangsst�orung� Ellipsenring mit A� � �� B� � ��
� A� � �� B� � ��

Abplattung� ��
�

Periode vmax vrms

dimensionslos dimensionslos

ungest�ort ������� ����	�

� � � ����	�� ������

� � 	 ������� ������

� � � ����		� ������

Zur Untersuchung weiterer L�aufe wird die Abplattung f � ��� gew�ahlt �A� � ��

B� � ���� A� � �� B� � ����� F�ur unterschiedliche Perioden der Temperaturan�

fangsst�orung erh�alt man jeweils die Werte vmax � ��	��� und vrms � �����
� Im

Vergleich zu den Ellipsenringen der Abplattung ��
 sind diese Geschwindigkeiten

gr�o�er� da die Konvektionszellen gr�o�ere Durchmesser haben� Die Geschwindig�

keiten werden aber auch von der Rayleigh�Zahl beein�u�t� Den L�aufen in Tabel�

le 	�	 liegt eine Rayleigh�Zahl der Gr�o�enordnung ���
���� � Ra � ��� zugrunde�

F�ur den Ellipsenring geringerer Abplattung berechnet sich die Rayleigh�Zahl zu



KAPITEL �� ERGEBNISSE 



���� � ��� � Ra � ���� Dies liegt an der gr�o�eren Schichtdicke entlang der kleinen

Halbachsen im Vergleich zum Ellipsenring mit f � ��
�

Tabelle 	�	 zeigt also� da� das Konvektionsverhalten in Ellipsenringen unabh�angig

von der Temperaturanfangsst�orung ist� Es ist eine nat�urliche St�orung gegeben�

Man beobachtet in Ellipsenringen� da� sich immer zwei gro�e Aufstiegszonen

entlang den gro�en Halbachsen und zwei kleine entlang den kleinen Halbachsen

bilden�

Wann zeigen sich Auswirkungen der Temperaturanfangsst
orung

Die Temperatur� und Geschwindigkeitsfelder zeigen in allen Programml�aufen

�ahnliche Strukturen� wie sie in den Abbildungen 	��� und 	��� dargestellt sind�

Betrachtet man sich die St�orfunktion in Abbildung 	��� mit der Periode � � 	 als

Beispiel� lassen sich keine Zusammenh�ange zum Konvektionsverhalten feststellen�

In Kapitel 	���� wurde f�ur Kreisringe gezeigt� da� die Maxima der Temperatur�

anfangsst�orung �Abbildung 	��� die Lage der Aufstiegszonen bestimmen� Das ist

hier nicht der Fall� Als Beispiel liegen die Minima der cos�Funktion mit Peri�

ode 	 auf den Hauptachsen des Ellipsenringes �Abbildung 	���� und lassen keine

Abstrombereiche entstehen� im Gegenteil� hier entstehen die Aufstiegszonen� Die

nat�urliche St�orung in Ellipsenringen ist also st�arker als die vorgegebene Tempe�

raturanfangsst�orung�

In einem fast kreisf�ormigen Ellipsenring der Abplattung ���� gelingt es� bei ge�

eigneter Wahl der St�orfunktion deren Auswirkungen zu erkennen� Es wurde eine

cos�Funktion der Periode � gew�ahlt� wobei das Vorzeichen der Amplitude ver�

tauscht worden ist �Abbildung 	����� Es ist zu beachten� da� die Maxima die

Gitterpunkte des Finite�Elemente�Netzes genau tre�en� um als extreme Funk�

tionswerte erfa�t zu werden� Das Programm liefert das in den Abbildungen 	���

und 	��� dargestellte Konvektionsverhalten� Wie in allen Ellipsenringen existiert

am Anfang eine nat�urliche Konvektionsstr�omung� bestehend aus vier Geschwin�

digkeitszellen� In Abbildung 	��� ist bei t � ���
 eine Temperaturerh�ohung zu

erkennen� die durch die Anfangsst�orung gegeben ist� Die W�arme steigt genau
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Abbildung 	���� Maxima �rot� und Minima �blau� der Temperaturanfangsst�orung

der Perioden 	 und �� Amplituden ����� und ������ Ellipsenringe mit Abplat�

tung ��
 und ����� 	�� �	�FEM�Gitter�

an den Orten auf� an denen die St�orfunktion in Abbildung 	��� ihre Maxima

besitzt� Die beiden Aufstiegszonen entlang den gro�en Halbachsen sind st�arker

ausgebildet als die �ubrigen vier� was durch die nat�urliche St�orung hervorgerufen

wird� Die vorgegebenen Temperaturerh�ohungen bewirken eine Teilung der Kon�

vektionszellen �Zeitpunkt ���� in Abbildung 	����� Sie sind allerdings nicht stark

genug� so da� sich ab t � ���� die Zellen wieder schlie�en� Das urspr�ungliche Ge�

schwindigkeitsfeld stellt sich wieder ein� welches den W�armetransport reguliert�

Die vier kleinen Aufstiegszonen bilden sich daraufhin zur�uck� und die Aufstiegszo�

nen entlang den gro�en Halbachsen verst�arken sich �Abbildung 	����� Sowohl das

Geschwindigkeitsfeld als auch das Temperaturfeld erreichen bei t � ���� den sta�

tion�aren Zustand� Die Einschwingphase hat aufgrund der k�unstlich vorgegebenen

St�orung relativ lange gedauert�

Es zeigt sich eine Dominanz der nat�urlichen St�orung in Ellipsenringen� Die Tem�

peraturanfangsst�orung beein�u�t h�ochstens den Anfangszustand� Bei der Un�

tersuchung eines erdartigen Ellipsenringes in Kapitel 	�	�� wird man allerdings

feststellen� da� bei fast kreisf�ormigen Gebieten bzw� Ellipsenringen sehr geringer

Abplattung die Temperaturanfangsst�orung das Konvektionsverhalten geringf�ugig
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t� ���
 t� ����

t� ���� t� ����

Abbildung 	���� Temperaturfelder� Ellipsenring mit A���� B������� A����

B������� Abplattung� ����� Periode der Temperaturanfangsst�orung� �� Ampli�

tude� ������ dimensionslose Zeit� 	�� �	�FEM�Gitter�

beein�u�t�
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t� ���
 t� ����

t� ���� t� ����

Abbildung 	���� Geschwindigkeitsfelder� Ellipsenring mit A���� B������� A����

B������� Abplattung� ����� Periode der Temperaturanfangsst�orung� �� Amplitu�

de� ������ dimensionslose Zeit� 	�� �	�FEM�Gitter�

��	�� Ein�u� der Abplattung

Um das Konvektionsverhalten und die Geschwindigkeiten in Abh�angigkeit der

Abplattung untersuchen zu k�onnen� werden in allen L�aufen die gro�en Halbach�

sen des Innen� und Au�enringes der Ellipse konstant gehalten und nur die kleinen
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Halbachsen variiert� Es wird keine Temperaturanfangsst�orung gesetzt und die Er�

gebnisse im station�aren Zustand verglichen� Die Rayleigh�Zahl variiert mit der

Schichtdicke gem�a� �	���� Abbildung 	��� zeigt drei Ellipsenringe unterschied�

licher Abplattung� Je kleiner die Abplattung ist� desto besser breitet sich die

W�arme entlang den kleinen Halbachsen zur Ober��ache hin aus� Im dritten Bild

ist der Ellipsenring zu schmal� als da� Aufstiegszonen entstehen k�onnten� Das

zugeh�orige Geschwindigkeitsfeld zeigt wie �ublich vier Konvektionszellen�

Die Tabelle 	�
 enth�alt den Zusammenhang zwischen Str�omungsgeschwindigkeit

und Abplattung von Ellipsenringen� Alle durchgef�uhrten L�aufe zeigen das in El�

lipsenringen typische Konvektionsverhalten� Vergleicht man die im station�aren

Zustand berechneten Geschwindigkeiten vmax und vrms� liefert Tabelle 	�
 die

Erkenntnis� da� mit abnehmender Abplattung die Str�omung schneller wird�

Tabelle 	�
� Abh�angigkeit der Str�omungsgeschwindigkeit von der Abplattung bei

Ellipsenringen jeweils gleicher gro�er Halbachsen f�ur Innen� und Au�enringe� kei�

ne Temperaturanfangsst�orung�

Abplattung vmax vrms

f � �A� B��A dimensionslos dimensionslos

f � ����� 	
��� �����

f � ���� 	���� ����	

f � ���� 		��� ���	�

f � ���
 	��	� ����	

f � ��� 		�

 �����

f � ��
 	��	
 �����

f � ��� �	��� �
���

f � ��� ����	 ���


f � ��� ����� 
���
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Abbildung 	���� Temperaturfelder im station�aren Zustand� Ellipsenringe jeweils

gleicher gro�er Halbachsen f�ur Innen� und Au�enringe �A� � �� A� � ��� Abplat�

tungen von f � ��� �B� � ���� B� � ����� f � ��
 �B� � ��
� B� � ����� f � ���

�B� � ���� B� � ��	�� keine Temperaturanfangsst�orung� 	�� �	�FEM�Gitter�
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��	�	 Ellipsenringe verschiedener Schichtdicken

Um Ellipsenringe verschiedener Schichtdicken aber gleicher Abplattung zu kon�

struieren� sei die innere Ellipse immer durch A� � ��� und B� � ��
 gegeben� die

�au�ere variiert mit a� A� � ��
� b� A� � ��� und c� A� � ��
 �Abbildung 	��	��

Im Lauf a� entstehen zwar vier Geschwindigkeitszellen� aber die Schichtdicke

ist zu klein� um Aufstiegszonen entstehen zu lassen� Das liegt an der geringen

Geschwindigkeit von vmax � 
��	 und vrms � ����� Im Lauf b� berechnet man

vmax � 	��	
 und vrms � ������ Die W�arme wird entlang den gro�en Halbach�

sen an die Ober��ache transportiert� Gr�o�ere Aufstiegszonen entstehen im Lauf

c�� in dem die Konvektionszellen im station�aren Zustand Geschwindigkeiten von

vmax � ������ und vrms � ������ aufweisen� Daher dominieren die vier Kon�

vektionszellen an den gro�en Halbachsen und lassen keine Aufstiegszonen an den

kleinen Halbachsen entstehen �Abbildung 	��	�� Zusammengefa�t ergibt sich der

Befund� je gr�o�er die Schichtdicke desto gr�o�er die Geschwindigkeit�

��� Erdartiger Ellipsenring

Die Erde weist eine geringe Abplattung von f � ����� �Kertz� ����� auf� so

da� sich die Konvektion wie in einem Ellipsenring verh�alt� Unter der Annah�

me einer Temperaturanfangsst�orung treten aber auch Str�omungseigenschaften

wie in einem Kreisring auf� Der Ein�u� des Schwerefeldes in einem ellipsoidi�

schen Erdmantel auf die Str�omungsgeschwindigkeit ist nicht zu vernachl�assigen�

Durch Einf�uhren einer Phasengrenze kann eine Zwei�Schicht�Konvektion mit tie�

fenabh�angiger Viskosit�at betrachtet werden� F�ur den ellipsoidischen Erdmantel

wurden die Parameter in Tabelle ��� aus Kertz ������ genommen� Mit Hilfe der

Formel �	��� l�a�t sich die Rayleigh�Zahl ermitteln�
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Abbildung 	��	� Temperaturfelder im station�aren Zustand� Ellipsenringe der Ab�

plattung ��
� a� A� � ���� B� � ��
� A� � ��
� B� � ���
� b� A� � ���� B� � ��
�

A� � ���� B� � ���� c� A� � ���� B� � ��
� A� � ��
� B� � ���
� keine Tempe�

raturanfangsst�orung� 	�� �	�FEM�Gitter�



KAPITEL �� ERGEBNISSE ��

����� Zeitliche Entwicklung der Konvektion

Entsprechend den Untersuchungen der Konvektion in Ellipsenringen ist auch bei

einem erdartigen Ellipsenring keine Temperaturanfangsst�orung notwendig� um

die Symmetrie zu brechen� In den Abbildungen 	��
 und 	��� wird die zeitli�

che Entwicklung der Konvektion in einem ellipsoidischen Erdmantel betrachtet�

F�ur die dimensionslosen Rechnungen sind die gro�e Halbachse der Kern�Mantel�

Fl�ache durch A� � ��� und die entsprechende kleine durch B� � ������	 gegeben�

Die gro�e Halbachse der Erdober��ache ist A� � �����
� und die entsprechende

kleine B� � ���������

Der Anfangszustand besteht aus vier Konvektionszellen �Abbildung 	���� und

aus einem kontinuierlichen Temperaturverlauf von T � � an der Kern�Mantel�

Grenze bis T � � an der Erdober��ache� Wie bereits bei Ellipsen geringer Abplat�

tung festgestellt� entwickeln sich aufgrund der nat�urlichen St�orung zwei gro�e

Aufstiegszonen entlang den gro�en Halbachsen und zwei kleine entlang den klei�

nen Halbachsen �Abbildung 	��
�� Abbildung 	��� zeigt das dazugeh�orige Ge�

schwindigkeitsfeld� Die Elliptizit�at bewirkt die Wanderung der urspr�unglichen

vier Konvektionszellen zu den gro�en Halbachsen hin� so da� sich entlang den klei�

nen Halbachsen neue Konvektionszellen bilden k�onnen� Den station�aren Zustand

kennzeichnen vier gro�e und vier kleine Konvektionszellen� Bei t � ���� ist die

Einschwingphase beendet� wie auch die vrms�Kurve in Abbildung 	��� darstellt�

Die r�aumlich gemittelte Geschwindigkeit berechnet sich zu vrms � ����� und die

maximale Geschwindigkeit ist vmax � ������ Das entspricht etwa ��� cm�a� Bei

einer vergleichbar gro�en Rayleigh�Zahl sind die Str�omungen in einem Kreisring

langsamer� etwa vrms � 		�� und vmax � �	�
�

Berechnet man die r�aumlich gemittelte Geschwindigkeit der Konvektionszellen

im station�aren Zustand im Pol� und im �Aquatorbereich� so erh�alt man mit den

Werten vrms�Polbereich� � ���� und vrms��Aquatorbereich� � ���� eine Abwei�

chung von ����� Dabei kann nachgewiesen werden� da� sich diese Abweichung

nicht aufgrund von Rechenungenauigkeiten des Programms ergibt� Diese liegen

n�amlich f�ur obige Berechnungen bei ���	�� Diese Zahl ermittelt man� indem die
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t � ����
 t � ����

t � ���� t � ����

Abbildung 	��
� Temperaturfelder des erdartigen Ellipsenringes� keine Tempera�

turanfangsst�orung� dimensionslose Zeit� 	�� �	�FEM�Gitter�

Geschwindigkeiten in den niten Elementen am Nordpol mit denen am S�udpol

verglichen werden�
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t � ����� t � ����


t � ���� t � ����

Abbildung 	���� Geschwindigkeitsfelder des erdartigen Ellipsenringes� keine Tem�

peraturanfangsst�orung� dimensionslose Zeit� 	�� �	�FEM�Gitter

����� Auswirkungen der Temperaturanfangsst�orung

Abbildung 	��� zeigt die Temperaturfelder im station�aren Zustand von vier L�aufen

verschiedener Perioden der Temperaturanfangsst�orung� Die Rayleigh�Zahl vari�

iert hier zwischen ������ � ��� und ������ � ���� Vernachl�assigt man den St�orterm

in der Formel ������� entwickelt sich im elliptischen Erdmantel eine nat�urliche
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Konvektion� �ahnlich den Abbildungen 	��
 und 	���� Ist eine Temperaturan�

fangsst�orung mit der Periode � � � gegeben� entstehen �ahnliche Str�omungsbilder

wie im ungest�orten Fall� Das Geschwindigkeitsfeld besteht aus vier gro�en und

vier kleinen Konvektionszellen� wobei die kleinen entlang den kleinen Halbachsen

im Fall � � � geringf�ugig h�ohere Geschwindigkeitswerte aufweisen als im un�

gest�orten Fall� Das Temperaturbild �Abbildung 	���� zeigt unterschiedlich gro�e

Aufstiegszonen der beiden L�aufe im Polbereich� Im Vergleich hierzu sind die Auf�

stiegszonen bei Periode 	 und � alle gleich gro�� Das dazugeh�orige Geschwindig�

keitsfeld zeigt im station�aren Zustand � bzw� �� gleich gro�e Konvektionszellen�

Die Anzahl der Zellen ist von Anfang an gegeben� aber in beiden F�allen sind

vier Geschwindigkeitszellen gr�o�er und schneller als die �ubrigen� was aufgrund

der Elliptizit�at begr�undet ist�

Auswertung

Mit Hilfe der Abbildung 	�� erkennt man� da� sich bei Periode 	 und � genau

dort Aufstiegszonen bilden� wo die Maxima der Temperaturanfangsst�orung lie�

gen� Entlang den gro�en Halbachsen entstehen also nicht notwendig Aufstiegs�

zonen wie im elliptischen Fall� Das Str�omungsverhalten ist identisch mit dem in

Kreisringen �vgl� Abbildungen 	�� und 	����� In beiden L�aufen hat also die vor�

gegebene Temperaturerh�ohung einen gr�o�eren Ein�u� als die nat�urliche St�orung�

Die Elliptizit�at macht sich nur am Anfang durch die vier gro�en und schnellen

Konvektionszellen bemerkbar�

Sowohl f�ur den ungest�orten Lauf als auch f�ur den Lauf der Periode � entwickeln

sich Geschwindigkeitsfelder �ahnlich dem Lauf in Abbildung 	���� Die vier gro�en

Konvektionszellen wandern zu den gro�en Halbachsen hin und lassen an den

kleinen Halbachsen vier weitere Zellen entstehen� Diese Entwicklung wird im Fall

� � � durch die Temperaturanfangsst�orung verst�arkt �vgl� Abbildung 	���� da

sich im Polbereich bei � � � ein wenig gr�o�ere Aufstiegszonen bilden als im

ungest�orten Lauf� Vergleicht man Abbildung 	�� mit Abbildung 	���� erkennt

man� da� der Ein�u� der nat�urlichen St�orung gr�o�er ist als die Anfangsst�orung�
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ungest�ort Periode �

Periode 	 Periode �

Abbildung 	���� Temperaturfelder im station�aren Zustand� erdartiger Ellipsen�

ring� verschiedene Perioden der Temperaturanfangsst�orung� 	���	�FEM�Gitter�

Da� der Lauf mit Periode � mit dem ungest�orten Lauf fast identisch ist� zeigen

auch die �ubereinstimmenden Einschwingkurven und die Geschwindigkeitswerte

in Tabelle 	��� Die anf�anglich hohe Geschwindigkeit der vier Konvektionszellen

in Ellipsenringen kennzeichnet den ersten steilen Ausschlag der Schwingung �ent�
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Tabelle 	��� Vergleich der Geschwindigkeiten in Abh�angigkeit der Periode der

Temperaturanfangsst�orung� erdartiger Ellipsenring�

Periode vmax vrms

dimensionslos dimensionslos

ungest�ort �
��� 
���	

� � � ����� 
����

� � 	 �
��� 
���


� � � ����� 	���


sprechend Abbildung 	����� Er erreicht einen Wert von vrms � ��	� Der Lauf

mit Periode 	 hat einen ersten Ausschlag in H�ohe von vrms � ��� und der Lauf

mit Periode � erreicht vrms � �
� Existieren aufgrund einer Anfangsst�orung von

Anfang an mehr als vier Konvektionszellen� sind diese auch durch geringere Ge�

schwindigkeiten gekennzeichnet� Die Einschwingphasen sind dann bei t � ���	

beendet� zehn Zeitschritte eher als im ungest�orten Fall� In diesem Lauf sowie in

dem Lauf mit Periode � stellt sich der station�are Zustand bei t � ���
 ein� Die

dann erreichte maximale Geschwindigkeit vmax und die r�aumlich gemittelte Ge�

schwindigkeit vrms enth�alt Tabelle 	��� Die geringere Geschwindigkeit bei Periode

� erkl�art Tabelle 	��� In diesem Lauf bilden sich n�amlich zw�olf Konvektionszel�

len aus� in den ersten drei L�aufen sind es acht� Die Befunde f�ur den Lauf ohne

St�orung und f�ur die Periode � stimmen mit Tabelle 	�	 �uberein�

Es zeigt sich� da� man die Abplattung in erdartigen Konvektionsrechnungen nicht

vernachl�assigen darf� Im elliptischen Erdmantel treten Str�omungseigenschaften

wie in einem Ellipsenring auf� Erst bei Perioden ab � � 	 sind Auswirkungen

der Temperaturanfangsst�orung zu erkennen� Die Anzahl der Aufstiegszonen ist

dann von der Periodenzahl abh�angig� und ihre Lage wird von den Maxima der

St�orfunktion bestimmt�
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����	 Gittervergleich

F�ur den erdartigen Ellipsenring� den Kreisring und das Rechteckgebiet werden

jeweils mehrere L�aufe gleicher Eingangsparameter auf unterschiedlich feinem Git�

ter durchgef�uhrt� Tabelle 	�� zeigt� da� die r�aumlich gemittelte Geschwindigkeit

und die maximale Geschwindigkeit im station�aren Zustand nur geringf�ugig kleiner

sind� je feiner das Netz gew�ahlt wird� Es ist also ausreichend� f�ur die Konvekti�

onsmodellierungen ein 	�� �	 feines Gitter zu w�ahlen�

Tabelle 	��� Vergleich der Geschwindigkeitswerte zwischen einem 	� � �	 und

einem ������Gitter f�ur den erdartigen Ellipsenring und den Kreisring� sowie ein

��� �� und �	� �	�Gitter f�ur das Rechteckgebiet�

Modell Gitter vmax vrms

dimensionslos dimensionslos

	�� �	 ����� ����
Erdartiger Ellipsenring

��� �� ��
�� ����

	�� �	 �	�
 		��
Kreisring

��� �� ���� 	���

��� �� ���	� 	����	
Kasten

�	� �	 ���	
 	����

Kellogg und King ������ entwickelten ein Finite�Elemente�Modell zur Untersu�

chung der Plume�Struktur in Kreissektoren� Sie f�uhrten mehrere Testl�aufe iden�

tischer Modelle auf einem �� � ���Gitter und auf einem �	 � ���Gitter durch�

Es zeigte sich� da� das gr�obere Netz zur Berechnung der Plume�Struktur aus�

reicht� Hansen und Ebel ������ benutzten 	� � �� Elemente zur Modellierung

zeitabh�angiger thermischer Konvektion mit der Finiten�Elemente�Methode� Nur

wenige Ergebnisse verizierten sie auf einem ���� �
�Gitter�
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����� �Anderung der Rayleigh�Zahl

Die Struktur der Aufstiegszonen in Abh�angigkeit der Rayleigh�Zahl wurde zum

Beispiel von Dubu�et et al� ������ und Jarvis ������ untersucht� Sie verwen�

deten Rayleigh�Zahlen zwischen ��� und ���� Es best�atigt sich eine sehr gute

�Ubereinstimmung der vorliegenden Ergebnisse mit denen in der Literatur� Die

Rayleigh�Zahlen der vier L�aufe in Abbildung 	��� berechnen sich f�ur den erd�

artigen Ellipsenring zu� a� ��	
	��� � ��� � Ra � ��	����	 � ���� b� ������
� �

��� � Ra � �������� � ���� c� �������� � ��� � Ra � ���	���
 � ��� und d�

������
� � ��� � Ra � �����

� � ���� Man erkennt� je gr�o�er die Rayleigh�Zahl

ist� desto schneller wird die W�arme von der Kern�Mantel�Grenze an die Erdober�

��ache transportiert� Die Schlote der konvektiv aufsteigenden Diapire und deren

Durchmesser unterhalb der Ober��ache werden von Lauf a� bis Lauf d� schmaler�

Bereits in den Abbildungen 	�� und 	�� wurde dieser Befund diskutiert� Die Ge�

schwindigkeitsfelder der hier untersuchten L�aufe sind der Abbildung 	��� �ahnlich�

au�er da� die Vektoren bei gr�o�eren Rayleigh�Zahlen h�ohere Betr�age anzeigen�

Man stellt ebenfalls fest� da� sowohl die Brechung der Symmetrie als auch der

station�are Zustand desto fr�uher einsetzen� je gr�o�er die Rayleigh�Zahl ist�

Auswertung

In mehreren L�aufen wurden die r�aumlich gemittelte Geschwindigkeit vrms und

die maximale Geschwindigkeit vmax im station�aren Zustand gemessen�

a� vrms � ���
�� vmax � 
��	�

b� vrms � 
���	� vmax � �
���

c� vrms � ������ vmax � ��	���

d� vrms � ����� vmax � ������

e� vrms � ���	�� vmax � �
���

Im Lauf e� liegt die Rayleigh�Zahl zwischen ��
���
� ���� und ��
��

� ����� Hier

stellt sich der station�are Zustand erst bei t � ��	 ein� Um auch eine quantitative

Aussage machen zu k�onnen� ist die r�aumlich gemittelte Geschwindigkeit des sta�

tion�aren Zustandes gegen�uber der Rayleigh�Zahl in Abbildung 	��� aufgetragen�
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a� t � ���� b� t � ���


c� t � ���� d� t � ����

Abbildung 	���� Temperaturfelder im station�aren Zustand� erdartiger Ellipsen�

ring� keine Temperaturanfangsst�orung� 	���	�FEM�Gitter� Rayleigh�Zahlen sie�

he Text� die dimensionslosen Zeiten geben das Ende der Einschwingphase an�

Es zeigt sich� da� die Geschwindigkeit mit der Rayleigh�Zahl ansteigt� Die Anzahl

der L�aufe reicht noch nicht aus� um den genauen Funktionsverlauf beschreiben

zu k�onnen� Er ist jedenfalls nicht linear�

Die Abbildungen 	��� und 	��� zeigen die zeitliche Entwicklung der r�aumlich
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Abbildung 	���� Abh�angigkeit der r�aumlich gemittelten Geschwindigkeit vrms im

station�aren Zustand von der Rayleigh�Zahl Ra�

gemittelten Geschwindigkeit f�ur die L�aufe a� und d�� Der Verlauf der Kurve ist

�ahnlich der des Kastenmodells �Abbildung 	�� und Abbildung 	�	�� allerdings tre�

ten wesentlich weniger Schwingungen auf� Bei vergleichbar gro�er Rayleigh�Zahl

entstehen im elliptischen Erdmantel viel h�ohere Geschwindigkeiten als in einem

Rechteckgebiet� Das gleiche gilt f�ur einen Kreisring� Endet die Einschwingphase

f�ur einen Kreisring bei etwa ���� dann ist dieser Lauf mit Lauf c� zu vergleichen�

bei dem der station�are Zustand bei t � ���� beginnt� Bei h�oheren Geschwin�

digkeiten tritt der station�are Zustand also fr�uher ein� Dieser Befund ist in den

Abbildungen 	��� und 	��� sehr gut zu erkennen� Au�erdem ist zu bemerken� da�

sich der erste Ausschlag der Schwingung verst�arkt� je gr�o�er die Rayleigh�Zahl

ist� Dieser E�ekt sehr hoher Geschwindigkeiten in den ersten Zeitschritten kann

zu numerischen Instabilit�aten f�uhren�

Ein Vergleich zweier vrms�Kurven zwischen nicht�Newtonscher und Newtonscher

Konvektion ist in der Arbeit von Malevsky und Yuen ������ zu sehen� Die Ampli�

tuden der Schwingung im ersteren Fall zeigen erheblich gr�o�ere Ausschl�age als im
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Abbildung 	���� Zeitliche Entwicklung der dimensionslosen� r�aumlich gemittelten

Geschwindigkeit vrms f�ur den Lauf d�� ������
� � ��� � Ra � �����

� � ����

erdartiger Ellipsenring�

Newtonschen Fall� Der station�are Zustand wird bei nicht�Newtonscher Konvekti�

on viel sp�ater erreicht� Malevsky und Yuen ������ berechnen die Mantelkonvekti�

on in einem Kasten mit Heizung von unten� nicht�Newtonscher Rheologie� dimen�

sionsloser Zeit und einer Temperaturanfangsst�orung entsprechend Formel ������

mit gr�o�erer Amplitude� Bei einem Vergleich der Konvektion mit drei verschiede�
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nen Rayleigh�Zahlen wird festgestellt� da� die Auf� und Abstiegszonen schmaler

und schneller werden� je gr�o�er die Rayleigh�Zahl gew�ahlt wird� Bei Ra � 	
��

wird der turbulente Zustand erreicht� In allen F�allen treten Instabilit�aten an den

R�andern des Kastens auf� Diese treten in einem Kreis� oder Ellipsenring nicht

auf�

����
 Schwerefeldein�u�

Um in einem ellipsoidischen Erdmantel eine nichtkonstante Schwerebeschleuni�

gung ber�ucksichtigen zu k�onnen� werden die Schwerewerte in Abh�angigkeit der

Daten aus PREM �Dziewonski und Anderson� ����� und der Internationalen

Schwereformel �Kertz� ����� berechnet� wie es in Kapitel ��	 erkl�art worden ist�

Die Schwerevektoren zeigen immer in Normalenrichtung� wie es in Abbildung ���

skizziert ist�

Als Modellbeispiel wird der erste Lauf der Abbildung 	��� gew�ahlt� In diesem

erdartigen Ellipsenring ohne Temperaturanfangsst�orung werden die Schwerewer�

te integriert� und die Ergebnisse werden in Tabelle 	�� verglichen� Die maximale

Geschwindigkeit im station�aren Zustand ist um ����� gr�o�er als in dem Lauf mit

konstantem Schwerefeld� F�ur die r�aumlich gemittelte Geschwindigkeit ergibt sich

eine Abweichung von ��
��� Dieser Unterschied in den Geschwindigkeitswerten

ist in den Bildern zur zeitlichen Entwicklung der Temperatur� und Geschwin�

digkeitsfelder kaum erkennbar� Ebenso liefern beide hier betrachteten L�aufe den

gleichen Verlauf der Einschwingkurven� Trotz gleichen Konvektionsverhaltens in

beiden F�allen sollte eine Abweichung der Geschwindigkeitswerte von �uber ��
�

nicht vernachl�assigt werden� Diese liegt bereits im me�baren Bereich der Konti�

nentalbewegungen� Bei Modellierungen der Konvektion ist somit der Ein�u� des

r�aumlich variablen Schwerefeldes auf die Str�omungsgeschwindigkeiten im Erd�

mantel zu ber�ucksichtigen�

Die r�aumlich gemittelte Geschwindigkeit der Konvektionszellen im Polbereich
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Tabelle 	��� Vergleich der dimensionslosen Geschwindigkeiten des station�aren Zu�

standes unter Ber�ucksichtigung des r�aumlich variablen Schwerefeldein�usses�

r�aumlich variable Schwere konstante Schwere Abweichung

vmax ���	
 �
��� �����

vrms 
���� 
���	 ��
��

berechnet sich zu vrms�Polbereich� � 
��
� Im �Aquatorbereich ergibt sich ein

h�oherer Wert von vrms��Aquatorbereich� � ����� Es liegt also eine Abweichung

von ���� vor� wobei man eine Rechenungenauigkeit von ����� ermittelt� Auf�

grund der Abplattung des erdartigen Ellipsenringes von ���� ergab sich in Ka�

pitel 	�	�� ohne Ber�ucksichtigung der r�aumlichen Abh�angigkeit der Schwerewerte

eine Abweichung von ����� Da die Schwerebeschleunigung an den Polen gr�o�er

ist als am �Aquator� berechnet man dort eine gr�o�ere Rayleigh�Zahl� was h�ohe�

re Geschwindigkeiten zur Folge hat� Daher ist die Abweichung des Modells mit

Ber�ucksichtigung der r�aumlich variablen Schwere geringer als im elliptischen Erd�

mantel mit konstantem Schwerefeldein�u��

����� Tiefenabh�angige Viskosit�at

In der vorliegenden Arbeit wird das Viskosit�atsmodell nach Bunge et al� ������

verwendet� Die Viskosit�at ist tiefenabh�angig� hat im oberen Mantel einen Wert

von � � ���� Pa s und ist im unteren Mantel �� mal gr�o�er� Dieser Sprung wird

unterhalb der endothermen Phasengrenze in ��� km Tiefe mit Hilfe einer ste�

tigen Fortsetzung �uberwunden� Die Programml�aufe mit tiefenabh�angiger Visko�

sit�at zeigen �ahnliches Konvektionsverhalten wie die bisherigen Ergebnisse� nur

das Zentrum der Konvektionszellen liegt nicht mehr genau in der Mitte zwischen

Kern�Mantel�Grenze und Erdober��ache� sondern im oberen Drittel des Erdman�

tels �Abbildung 	����� Dieser Befund erkl�art sich durch die niedrigere Viskosit�at

und damit h�oheren Geschwindigkeiten im oberen Mantel als im unteren� Man

beobachtet schmalere Aufstiegszonen und gr�o�ere kalte Abstrombereiche als in

den Kreis� und Ellipsenringen mit konstanter Viskosit�at�
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Abbildung 	���� Geschwindigkeitsfeld� Kreisring mit R��� und R���� Periode

der Temperaturanfangsst�orung� �� station�arer Zustand� tiefenabh�angige Visko�

sit�at�

Diskussion

Die tiefenabh�angige Mantelviskosit�at von ������ Pa s im oberen Mantel und ������

Pa s im unteren Mantel habe nach Bunge et al� ������ einen gr�o�eren Ein�u� auf

die Struktur der Mantelkonvektion als jede andere physikalische Gr�o�e� Bunge

et al� ������ ����� untersuchen die Mantelkonvektion in einer dreidimensionalen
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Kugelschale und stellen fest� da� die Auswirkungen der tiefenabh�angigen Visko�

sit�at� der endothermen Phasengrenze und der Heizung von innen oder von unten

mit geophysikalischen und geologischen Beobachtungen �ubereinstimmen� Es sei

wichtig� diese physikalischen Ereignisse in geodynamischen Modellierungen der

Mantelkonvektion isoliert zu betrachten� Es wird von einem Referenzmodell mit

innerer Heizung und Ra � ��� ausgegangen und nacheinander mit Heizung von

unten� mit Phasengrenze und mit tiefenabh�angiger Viskosit�at kombiniert� Im Re�

ferenzmodell dominieren isoliert absteigende Plumes� die Heizung von unten be�

wirkt gro�e� achsensymmetrische Aufstiegszonen� und die Viskosit�at bewirkt die

Entstehung langer Abtauchplatten� Die auf ��� km Tiefe gesetzte Diskontinuit�at

wird durch einen Dichteunterschied von �
 � ��� kg m�� und einer Clapeyron�

Neigung von �	MPa �K�� bestimmt� Daher durchdringen auf� und absteigende

Platten nach zeitlicher Verz�ogerung diese Phasengrenze� Dieser Befund l�a�t sich

mit der vorliegenden Arbeit weniger vergleichen� aber bei der Heizung von un�

ten sind sehr gute �Ubereinstimmungen festzustellen� Bei einer Rayleigh�Zahl von

� � ��� analysieren Bunge et al� ������ ����� die Auswirkungen der Heizung von

unten bei tiefenabh�angiger Viskosit�at� Es steigen schmale Plumes hei�en Materi�

als von der Kern�Mantel�Grenze radial auf und werden im oberen Mantel etwas

abgelenkt� Lange Subduktionszonen tauchen von der Ober��ache in den Mantel

ab� genau wie bei dem Referenzmodell mit Viskosit�at und innerer Heizung�

Ein weiteres Viskosit�atsmodell wurde von Kido $ (Cadek ������ und Kido et al�

������ bestimmt� Die Viskosit�atsprole wurden aus seismischer Tomographie und

Geoid hergeleitet� Der gr�o�te Sprung ndet in einer Tiefe von etwa ���� km statt�

nicht an der ��� km�Diskontinuit�at� Die bis ���� km niedrige Viskosit�at wird

von zwei noch niedrigeren Viskosit�ats�Zonen unterbrochen� die eine liegt direkt

unter der Lithosph�are� etwa von ��� bis ��� km Tiefe� die andere im Bereich

um ��� km� Dieses Viskosit�atsmodell ist nur von der Tiefe abh�angig� Walzer und

Hendel ������ erg�anzen diese Struktur durch eine Scherviskosit�at als Funktion des

Druckes und der Temperatur� Hiermit kann die Rheologie des Erdmantels etwas

realistischer beschrieben werden� In der vorliegenden Arbeit gab es bis jetzt keine

erw�ahnenswerten Ergebnisse der tiefenabh�angigen� mehrstugen Viskosit�at�
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����� ���km�Diskontinuit�at

Der endotherme Phasen�ubergang in ��� km Tiefe teilt den Erdmantel in den

oberen und den unteren Mantel� Der obere Teil des oberen Mantels bis in 	�� km

Tiefe besteht im wesentlichen aus den Mineralen Olivin� Ortho� und Klinopyro�

xen� In 	�� km Tiefe wandelt sich das Olivin durch den Druck in ��Spinell um�

Der �Ubergang von �� nach ��Spinell erfolgt in einer Tiefe von 
�� km� In ���

km Tiefe geht der ��Spinell in Perovskit und Magnesiow�ustit �uber� Der untere

Mantel endet mit der Unter��ache der D��Schicht in einer Tiefe von ���� km�

Die ����km�Diskontinuit�at l�a�t die Frage entstehen� ob sich die Konvektionszel�

len durch den ganzen Erdmantel ziehen oder ob die Konvektion in zwei Etagen

stattndet oder ob eine Mischform aus diesen beiden F�allen vorliegt�

In der vorliegenden Arbeit wird eine Zweischichtkonvektion erzwungen� so da�

�uber den Phasensprung hinweg kein Materialtransport stattndet �vergleiche Ab�

bildung 	����� In einer Tiefe von ��� km wird die Geschwindigkeitskomponente in

Normalenrichtung auf Null gesetzt� Diese Modellannahme wurde von Walzer und

Hendel �����a�����b� erfolgreich gemacht� aber durch Walzer und Hendel ������

aufgegeben und durch die zwei oben erw�ahnten Phasengrenzen ohne Zwangsbe�

dingung ersetzt�

In Abbildung 	��� ist das Geschwindigkeitsfeld eines Kreisringes mit Phasen�

grenze und tiefenabh�angiger Viskosit�at �nach Bunge et al�� ����� dargestellt�

Aufgrund einer Temperaturanfangsst�orung mit Periode � sind von Anfang an im

unteren Mantel zw�olf Konvektionszellen vorhanden� Es bilden sich sechs warme

Aufstiegszonen� Im oberen Erdmantel ist die Geschwindigkeit am Anfang Null�

Es entwickelt sich eine gro�e Anzahl kleiner Konvektionszellen� Die Str�omung

wird immer schneller� so da� schlie�lich die Geschwindigkeit im oberen Mantel

erheblich gr�o�er ist als die im unteren� Dies ist an der L�ange der Geschwindigkeits�

vektoren in Abbildung 	��� gut zu erkennen� Verursacht wird das durch niedrige

Viskosit�at im oberen Mantel�

Mehrere L�aufe in Kreisringen und erdartigen Elipsenringen zeigen� da� sich die

Konvektion im unteren Mantel genauso verh�alt� wie es in den vorangegangen Ka�
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Abbildung 	���� Geschwindigkeitsfeld� Kreisring mit R��� und R���� Periode

der Temperaturanfangsst�orung� �� t����� tiefenabh�angige Viskosit�at� ����km�

Diskontinuit�at�

piteln dieser Arbeit analysiert worden ist� Im oberen Mantel bilden sich selbst�andig

Auf� und Abstiegszonen� Setzt man allerdings die Viskosit�at im gesamten Erd�

mantel konstant� so bilden sich im oberen Mantel keine Konvektionszellen� Dieser

ist zu schmal� wie bereits bei schmalen Ellipsenringen festgestellt worden ist �Ab�

bildung 	��	�� Die W�arme im unteren Mantel steigt von der Kern�Mantel�Fl�ache

bis zur ���km�Phasengrenze auf� dort bilden sich kalte Abstrombereiche� Die
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Temperatur unter der Diskontinuit�at ist insgesamt gr�o�er als an der Ober��ache�

Diskussion

Es ist gezeigt worden� da� sich bei einer Zweischichtkonvektion die Konvekti�

onszellen im oberen Mantel unabh�angig von der Konvektion im unteren Man�

tel bilden� Vergleicht man diese Ergebnisse mit der Arbeit von Glatzmaier und

Schubert ������� so stellt man eine sehr gute �Ubereinstimmung fest� Glatzmaier

und Schubert ������ untersuchen sowohl Ganzmantelkonvektion als auch Zwei�

schichtkonvektion in Abh�angigkeit konstanter und tiefenabh�angiger Viskosit�at in

einem dreidimensionalen sph�arischen Modell� Es werden die gleiche Viskosit�at

und die gleiche Bedingung an die Phasengrenze eingef�uhrt wie in der vorliegen�

den Arbeit� Die dargestellten Geschwindigkeitsfelder stimmen mit den obigen

Ergebnissen voll �uberein� Zum besseren Verst�andnis der Mantelkonvektion wer�

den nur die Grenzf�alle betrachtet� weder das Ein� noch das Zweischicht�Modell

w�aren realistisch�

Um Geoid und Topographie realistisch beschreiben zu k�onnen� betrachten Ma�

chetel et al� ����
� die Clapeyron�Neigung an der ����km�Diskontinuit�at� Subdu�

ziertes Material durchdringt die endotherme Phasengrenze� sinkt bis zur Kern�

Mantel�Fl�ache und kehrt aufgrund thermischer Auftriebskr�afte zur Ober��ache

zur�uck� Becker et al� ������ und Silver et al� ������ gewinnen die gleiche Erkennt�

nis bei Betrachtung geochemischer Modelle� Erg�anzend sei noch Kellogg ������

genannt� die die zweischichtige Konvektion im Erdmantel mit Hilfe der Finiten�

Elemente�Methode in einem Kreisring mit Heizung von unten untersucht� Sie

stellt die Frage� ob die aufsteigenden Plumes die Phasengrenze in ��� km Tiefe

durchdringen oder nicht�
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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird der Ein�u� der Abplattung des Erdmantels auf die ther�

mische Konvektion im Erdinneren untersucht� F�ur die Modellierung wird ein

Schnitt durch den Erdmantel betrachtet� f�ur den ein sich aus den physikalischen

Erhaltungsgleichungen hergeleitetes Di�erentialgleichungssystem f�ur den W�arme�

transport und das Gesteinskriechen gel�ost wird� F�ur Rechteck� und Kreisgebiete

wurde dieses Di�erentialgleichungssystem schon vielfach gel�ost� f�ur ellipsoidische

Gebiete m�ussen jedoch zun�achst spezielle Koordinatentransformationen durch�

gef�uhrt werden� um die Randbedingungen und die Abh�angigkeit der Schichtdicke

von den Punktkoordinaten ber�ucksichtigen zu k�onnen� Die transformierte Tem�

peraturanfangsst�orung wird durch eine cos�Funktion beschrieben� deren Maxima

die Perioden der St�orung bestimmen�

Als Diskretisierungsverfahren wird die Finite�Elemente�Methode verwendet� Zum

L�osen der Variationsformulierung des geodynamischen Modells dient das Pro�

gramm VECFEM� F�ur die grasche Darstellung der Temperaturfelder durch kon�

tinuierliche Farbspektren und der Geschwindigkeitsfelder durch Vektoren wurde

das Programm sde entwickelt� Die verwendeten numerischen L�osungsverfahren

werden in dieser Arbeit an Benchmarkmodellen erfolgreich getestet� Als Ver�

gleichswert wird die r�aumlich gemittelte Geschwindigkeit im station�aren Zustand

benutzt� Die Abweichungen meiner Rechnungen von diesen Modellen betragen

weniger als ������ Die zeitliche Entwicklung der thermischen Konvektion in ei�

��
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nem Rechteckgebiet und in einem Kreisring zeigen gute �Ubereinstimmungen mit

anderen bekannten Ergebnissen�

Bei der Modellierung des Erdmantels durch einen Kreisring zeigen meine Er�

gebnisse eine starke Abh�angigkeit der Anzahl und Lage der entstehenden Kon�

vektionszellen von der Temperaturanfangsst�orung� Eine Variation der Gr�o�e des

Kreisringes oder aber der Rayleigh�Zahl �andert an diesem Ein�u� nichts� Gr�o�ere

Zellen weisen auch eine gr�o�ere Str�omungsgeschwindigkeit auf� Die Rayleigh�Zahl

als Funktion der Schichtdicke beein�u�t zwar die Geschwindigkeit� der Ein�u� der

Schichtdicke selber auf die Geschwindigkeit ist jedoch gr�o�er�

In bisherigen Konvektionsmodellen� wie Kasten und Kreisring� bilden sich nur

dann Aufstiegszonen� wenn die Temperatur �uber die R�ander oder in der Anfangs�

bedingung gest�ort wird� Untersuchungen der Konvektion in Ellipsenringen f�uhren

zu der neuen Erkenntnis� da� in diesem Fall keine Temperaturanfangsst�orung not�

wendig ist� um die Konvektion in Gang zu bringen� Aufgrund der Geometrie der

Ellipse existiert eine nat�urliche St�orung� die die Symmetrie bricht� Eine k�unstlich

vorgegebene Temperaturanfangsst�orung beein�u�t die Temperaturverteilung und

die Str�omungsgeschwindigkeit nur unwesentlich� Die Wahl einer gr�o�eren Schicht�

dicke und die Abnahme der Abplattung sorgen f�ur gr�o�ere Geschwindigkeiten�

Der Ein�u� der Rayleigh�Zahl ist im Vergleich hierzu geringf�ugig�

Ein erdartiger Ellipsenring zeigt trotz seiner geringen Abplattung von nur �����

die gleichen Eigenschaften wie Ellipsenringe mit gr�o�erer Elliptizit�at� In der Mo�

dellierung zeigen sich Geschwindigkeitsunterschiede zwischen Pol und �Aquator

von ����� Die Abplattung der Erde darf also bei der Modellierung nicht ver�

nachl�assigt werden� Allerdings ist diese so gering� da� sich bei einer vorgegebenen

Temperaturanfangsst�orung Eigenschaften wie im Kreisring zeigen� Dar�uberhin�

aus wird in dieser Arbeit die Auswirkung der Modellierung einer tiefenabh�angi�

gen Viskosit�at und einer Phasengrenze untersucht� Der Ein�u� des Schwerefeldes

einer ellipsoidischen Erde mit einer Dichteverteilung nach PREM auf die Kriech�

geschwindigkeit erweist sich als gering�



Abbildungsverzeichnis

��� Schwerelinien eines Ellipsenringes� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� Triangulation� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� Regularit�at von Dreieckselementen� � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� Knotenpunkte f�ur lineare Ansatzfunktionen in IR�� � � � � � � � � ��

��	 Knotenpunkte f�ur quadratische Ansatzfunktionen in IR�� � � � � � ��

��
 Gitter f�ur einen Ellipsenring� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �


	�� Zeitliche Entwicklung der Temperatur� und Geschwindigkeitsfelder

f�ur Ra � ���� dimensionslose Zeit� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

	�� Zeitliche Entwicklung der Temperatur� und Geschwindigkeitsfelder

f�ur Ra � ���� dimensionslose Zeit� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

	�� Zeitliche Entwicklung der dimensionslosen� r�aumlich gemittelten

Geschwindigkeit vrms mit Ra � ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

	�	 Zeitliche Entwicklung der dimensionslosen� r�aumlich gemittelten

Geschwindigkeit vrms mit Ra � ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

	�
 Temperaturskala f�ur alle nachfolgenden Temperaturfelder� Die di�

mensionslosen Temperaturen von � bis � entsprechen den Werten

��� K bis 	��� K� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
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	��� Temperaturfelder� Kreisring mit R��� und R���� Periode der
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	��	 Geschwindigkeitsfelder� Kreisring mit R��� und R���� Periode

der Temperaturanfangsst�orung� �� Ra � ���� 	�� �	�FEM�Gitter� 		

	��
 Temperaturfelder im station�aren Zustand� Kreisringe verschiede�

ner Au�enradien� Innenradius R���� Periode der Temperaturan�

fangsst�orung� ��Ra � �
� � g�T �R��R�������� 	�� 	���	�FEM�

Gitter� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 	�
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Ringdicke� Periode der Temperaturanfangsst�orung� �� Ra � ����
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	��� Temperaturfelder� Kreisring mit R��� und R���� Periode der
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	��� Temperaturfelder� Ellipsenring mit A���� B����
� A���� B����

Abplattung� ��
� keine Temperaturanfangsst�orung� dimensionslose

Zeit� 	�� �	�FEM�Gitter� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
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	��� Geschwindigkeitsfelder� Ellipsenring mit A���� B����
� A����

B���� Abplattung� ��
� keine Temperaturanfangsst�orung� dimen�

sionslose Zeit� 	�� �	�FEM�Gitter� � � � � � � � � � � � � � � � � � 
�
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 und ����� 	�� �	�FEM�Gitter� � � � � � � � � 
�

	��� Temperaturfelder� Ellipsenring mit A���� B������� A���� B�������

Abplattung� ����� Periode der Temperaturanfangsst�orung� �� Am�

plitude� ������ dimensionslose Zeit� 	�� �	�FEM�Gitter� � � � � � 
�

	��� Geschwindigkeitsfelder� Ellipsenring mit A���� B������� A����

B������� Abplattung� ����� Periode der Temperaturanfangsst�orung�

�� Amplitude� ������ dimensionslose Zeit� 	�� �	�FEM�Gitter� � 
�

	��� Temperaturfelder im station�aren Zustand� Ellipsenringe jeweils glei�

cher gro�er Halbachsen f�ur Innen� und Au�enringe �A� � �� A� �

��� Abplattungen von f � ��� �B� � ���� B� � ����� f � ��


�B� � ��
� B� � ����� f � ��� �B� � ���� B� � ��	�� keine

Temperaturanfangsst�orung� 	�� �	�FEM�Gitter� � � � � � � � � � ��



ABBILDUNGSVERZEICHNIS ��
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� A� � ��
� B� � ���
� b�

A� � ���� B� � ��
� A� � ���� B� � ���� c� A� � ���� B� � ��
�

A� � ��
� B� � ���
� keine Temperaturanfangsst�orung� 	� � �	�

FEM�Gitter� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
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FEM�Gitter� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

	��� Temperaturfelder im station�aren Zustand� erdartiger Ellipsenring�
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	��� Zeitliche Entwicklung der dimensionslosen� r�aumlich gemittelten

Geschwindigkeit vrms f�ur den Lauf a�� ��	
	��� � ��� � Ra �

��	����
 � ���� erdartiger Ellipsenring� � � � � � � � � � � � � � � � � ��

	��� Zeitliche Entwicklung der dimensionslosen� r�aumlich gemittelten

Geschwindigkeit vrms f�ur den Lauf d�� ������
� � ��� � Ra �

�����
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